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Analysis. 
Mengenlehre: 


Dantzig, D. van: A remark and a problem eoneerning the intuitionistie form of 
Cantor’s interseetion theorem. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 374—375 (1942). 

Ein vom Verf. betrachteter elementarer Satz, der dem Cantorschen Fundamental- 
tolgensatz entspringt, ist in seiner ursprünglichen Fassung bei intuitionistischer Inter- 
pretation nicht gültig; es wird die Frage gestellt und beleuchtet, ob eine intuitionistisch 
schwächere Fassung intuitionistisch beweisbar sei. Arnold Schmidt. 

Kurepa, Georges: Ä propos d’une generalisation de la notion d’ensembles bien 
ordonnes. Acta math. 75, 139—150 (1942). 

Soit 7 un ensemble partiellement ordonn& par une relation: a prectde 5 (le mot 
preceder est pris au sens strict). 7 est dit un tableau ramifie (G. Kurepa, ce Zbl. 14, 
394) si, pour chaque point (element) a de T, l’ens. (., @)r des points de 7 qui precedent «a 
est bien ordonne. Dans ce cas, soit y, le type d’ordre de (., a)r. Le rang yr d’un tableau 
ramifie 7 est le type d’ordre de l’ens. des nombres ordinaux y, («€ T) bien ordonnes 
suivant leurs grandeurs. L’A. dit que T est une suite ramifiee si 7 est un tableau 
ramifie et si, quels que soient le point a de T et le nombre ordinal «x <YyT, l’ens. R,T 
des points a de T verifiant y, = & contient un point comparable & a. L’A. &tudie 
et compare entre elles diverses classes particulieres de suites ramifiees. Relations avec 
le probleme de Souslin et l’hypothese du continu. A. Appert (Rennes). 

Albuquerque, J.: Sur les ensembles elairsemes. Portugaliae Math. 3, 132—156 
(1942). 

Nous admettons ici la terminologie de l’Ouvrage de M. Fröchet (Les espaces 
abstraits. Paris: Gauthier-Villars 1928, voir en particulier pp. 225—228) complete par 
Y’Ouvrage de A. Appert (Propriet&s des espaces abstraits les plus generaux, 2 Vol., 
Paris: Hermann 1934; ce Zbl. 10, 117). — $ 1. Obtention d’une condition n&cessaire 
et suffisante pour que, dans un espace (V) (espace & voisinages de M. Frechet) les 
definitions de Cantor et de Denjoy d’un ensemble clairsem& (M. Frechet, loc. cit. 
pp. 65, 174 et 227) soient &quivalentes. Cette condition est verifiee dans tout espace (F) 
[L’A. appelle espaces (F) les espaces (V) verifiant E = E; ces espaces ont &t& etudies 
par A. Appert, loc. cit.]. Dans la suite, sauf avis contraire, les points et les ens. 
consid&r&s seront supposes pris dans un espace (V). — $ 2. On nomme caractere d’un 
point a la puissance minima d’une famille admissible de voisinages de a (une famille 
de voisinages d’un point a est dite admissible si elle est &quivalente & la famille donnee 
de voisinages de a). Un espace (V) est dit a caractere N, si N. est le plus grand 
des caractöres des points de cet espace. On dit qu’un espace (V) verifie la condition 2° 
de F. Riesz d’ordre X, si, pour chaque point a de cet espace, l’intersection d’un 
ens. de puissance <N, de voisinages de « contient toujours un voisinage de a. L’A. 
&tudie les espaces & caractere X, monotone, dösignant par cette expression les 
espaces (V) & caractere N, et qui v£rifient de plus la condition 2° de F. Riesz 
d’ordre X.. — 83. L’A. demontre la generalisation suivante d’un theoreme de Baire, 
gengralisation obtenue par M. Frechet (loc. eit., p. 234) pour & =0: Une famille 
bien ordonn&e decroissante d’ens. ferm&s differents et dont le premier est R,-par- 
faitement separable, a une puissance <X, (le mot „decroissante“ signifie que chaque 
ens. de la famille contient tous les suivants. La notion d’espace ou d’ens. N„-par- 
faitement separable est due & A. Appert, loc. cit., p. 83). Ce theoreme gen6ralise 
s’applique & la famille bien ordonnee des derives successifs d’un ens. ferme N, -par- 
faitement söparable pris dans un espace (F); par consequent & partir d’un certain ordre 
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ces derives sont vides soit identiques. — $ 4. On dit qu’un ens. E possede la pro- 
priete de Denjoy d’ordre NK, (consideree par A. Denjoy dans l’espace euclidien 
et pour & = 0) s’il est possible de faire correspondre & chaque point a de & un ens. I; 
auquel a est interieur, de fagon que, pour tout point x de V’espace, il n’existe aucun 
ens. Bc E et de puissance =X, tel que z soit interieur & ], pour tout point bdeB. 
L’A. parvient au th&oreme suivant qui r&pond & une question et generalise un resultat 
de M. Frechet, lequel generalise lui-möme un theoreme de A. Denjoy (voir M. Fre- 
chet, loc. eit., pp. 267—268): Dans un espace (F) ä caractere X, monotone et N„-par- 
faitement söparable, tout ens. clairsem& possede la propriete de Denjoy d’ordre N,. — 
$$ 5 et 6. Construction d’une classe tres generale d’espaces oüı la reciproque du th£o- 
reme precedent est vraie. L’A. introduit dans ce but une notion de convergence et 
d’espace complet ol aucune notion de distance numerique n’intervient. A. Appert. 

Favard, J.: Sur la mesure dans les espaces compaets, semi-compaets ou separables. 
J. Math. pures appl., IX.s. 21, 277—288 (1942). 

Pour döfinir une mesure dans un espace compact, ou plus generalement semi- 
compact, de dimension n, l’auteur proctde par r&currence en supposant que l’on sache 
döjä construire une mesure dans un espace semi-compact de dimension n—1; & l’es- 
pace de de&part, l’espace vide de dimension —1, on attribue la mesure zero. L’auteur 
indique &galement comment on peut construire une mesure dans un espace separable. 

Ky Fan (Paris). 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


@ Franklin, Philip: A treatise on advanced ealeulus. New York: Wiley 1940. 
XIV, 593 pag. $6.—. 

Tonelli, Leonida: Su aleuni concetti dell’analisi moderna. Ann. Scuola norm. super. 
Pisa, II.s. 11, 107—118 (1942). 

Die Arbeit enthält eine historisch-kritische Darlegung der Begriffe der absoluten 
Stetigkeit und der beschränkten Schwankung für die Funktionen einer Variablen und 
ihrer von mehreren Verff. gegebenen Erweiterungen auf die Funktionen zweier Ver- 
änderlicher und die Anwendungen der letzten auf die Länge von Kurven, Inhalt von 
Oberflächen und die Variationsrechnung. @. Scorza Dragoni (Padova). 

@ Witting, A.: Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. 2., neu- 
bearb. Aufl. (Samml. Göschen. Bd. 147.) Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1942. 122 S. 
u. 32 Fig. geb. RM. 1.62. 

Eine reichhaltige und geschickt zusammengestellte Sammlung elementarer Auf- 
gaben. Krafft (Marburg a. d.L.). 

Smiley, M. F.: Measurability and distributivity in the theory of lattiees. Bull. Ameı. 
Math. Soc. 47, 604-611 (1941). 

Es sei Z ein modularer Verband. Verf. erklärt als stark (u-) meßbar jedes 
Element a€ ZL, welches der Bedingung genügt 
(1) 2[u(aubuc) — u(anbne)] = u(aub) — u(anb) + u(auec) 

— u(ane) + u(lbuc) — u(ldne) 
für jedesc€ Lund jedesb € L(„); dabei ist Z(4) erklärt als Gesamtheit aller (u-) meß- 
baren Elemente aus Z, d.h. aller dEL mit u(duN+uldnf) =u(d) + #(f) für 
jedes JE L [vgl. Smiley, Bull. Amer. Math. Soc. 46, 239—241 (1940); dies. Zbl. 24, 
386]. (Ist Z ein ‚„‚metrischer‘ Verband, so ist Z distributiv, falls (1) gilt [G. Birk- 
hoff, Lattice theory, Amer. math. Soc. Coll. Publ. 25; New York 1940].) Die 
Gesamtheit aller stark u-meßbaren Elemente von Z werde mit L,(u) bezeichnet. 
Ergebnisse: 1. Es gilt «€ L,(u) dann und nur dann, wenn «€ L(u) und wenn 
(an (bU c)) = ul(lan b) u (an c)) für jedes bE L(u) und jedes c€ L. — 2. Ist (das 
Funktional) 4 positiv, so ist Z,(u) ein Unterverband von L. — 3. Ist 1 positiv, so 
liegen die zu Z gehörigen (o)-Limiten wachsender bzw. fallender Folgen von Elementen 
aus L,(u) ebenfalls in Z,(u), wenn (für Z und 4) die Bedingungen B+ bzw. B- (vgl. 
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Smiley, a.a.0O.) erfüllt sind. — 4. Ist 4 „scharf-positiv“ [folgt also x = y aus 
#(z) = u(y)] und ist a* ein Komplement von a € Z, (1), so gilt a* € L(u) dann und nur 
dann, wenn a* eindeutig ist; alsdann gilt sogar a* € L,(u). — Als Beispiele werden 
behandelt: Das äußere Carath&odorysche Maß sowie die metrischen Verbände von 
G. Birkhoff (a.a. O.); für die letzteren gibt Verf., als Anwendung seiner Methode 
neue Beweise für Ergebnisse von V. Glivenko [Amer. J. Math. 58, 799-828 (1936): 
dies. Zbl. 15, 243; ebenda 59, 941-956 (1937); dies. Zbl. 17, 339]. Haupt. | 

Fröchet, M.: Sur diverses döfinitions de P’aire. Rev. Acad. Ci. exact. Madrid 36 
50-53 (1942). i 

Es sei S: 2 = z(u, v), y= y(u, v), z = z(u, v) eine stetige Fläche in parametrischer 
Form, und z(u, v), y(u, v), z(u, v) seien stetige und in gewissem Sinne regelmäßige 
Funktionen in einem Quadrat A. Es sei R,,n=1,2,..., eine Folge A bedeckender 
Dreiecksnetze. Für jedes n bestimmen die Eckpunkte von R, auf 8 die Eckpunkte 
einer polyedrischen Fläche P,, die in $ enthalten ist. Wenn wir L(P,),n=1,2,..., 
und Z(S) die Flächeninhalte von ?, und S nennen, so haben verschiedene Autoren 
(W.H. Young, H. Rademacher, 8. Kempisty) für 8, R,, P„ Bedingungen ge- 
geben, damit lim L(P,„) = L($) sei. In einer früheren Arbeit hat Verf. [Ann. Scuola 


norm. super. Pisa II. s. 8, 285—300 (1939); dies. Zbl. 21, 426] neue Bedingungen dafür 
aufgestellt, welche ausschließlich auf Sund P, abzielen und deshalb von der besonderen 
Darstellung der Fläche 8 unabhängig sind. Die vom Verf. erzielten Ergebnisse sind 
neuerdings von O. Haupt (dies. Zbl. 25, 150) wieder aufgenommen und verbessert 
worden. Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung eines Vortrags des Verf. 
über die genannten Untersuchungen. L. Cesari (Pisa). 

Cesari, Lamberto: Una proprietä earatteristiea delle trasformazioni a variazione 
limitata. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 4, 224—235 (1942). 

L’A. demontre un theoreme annonce dans un article precedent [Boll. Un. Mat. 
ital., II. s. 4, 109-117 (1942); ce Zbl. 26, 308]: avec les notations de cet article, 
pour toute transformation continue ®, on a U(®) =G(P) = W(®). Cette demon- 
stration fait intervenir un th&oreme d’integration terme & terme des series, et des 
raisonnements qui s’apparentent & ceux d’un autre article de I’A. [Atti Accad. Italia, 
Mem. 13 (1942)]. Frederic Roger (Berlin). 

Calugareanu, Georges: Sur la structure des transformations ponetuelles du plan. 
Mathematica, Cluj 18, 68—76 (1942). 

L’A. considera una trasformazione, definita mediante funzioni analıtiche, di una 
regione piana, semplicemente connessa e non ricovrentesi („schlicht“) e studia la 
possibilitä del presentarsi di punti di diramazione e di pieghe sulla superficie tras- 
formata. @. Scorza Dragoni (Padova). 

Gongalves, J. Vieente: Sur quelques th&or&mes elassiques. Portugaliae Math. 3, 
201—214 (1942). 

L’A. designe par g(z) toute fonction qui, pour a <x<{b, (x) est une derivee 
finie, (8) admet elle-m&me une deriv6e g’(x) (eventuellement infinie), (y) dont les points 
de discontinuite, s’il y en a, forment un ensemble r&ductible; et demontre que g’(z) 
prend & l’interieur de (a, b) toute valeur comprise entre ses bornes (extension du theo- 
reme de Darboux sur les derivees des fonctions continues). Considerations sur de 
telles fonctions (dites remplissantes). La condition necessaire et suffisante pour qu’& 
tout k suffisamment petit corresponde un et un seul A>k verifiant la relation 
g(a + h) — g(a) = hg’(a + k) et tendant vers zero en m&me temps que k est que g(x) 
elle-möme verifie l’une ou l’autre des inggalites (0 — a)g’(x) 2 g(x) — g(a) pour toutes 
les valeurs de x considerees et qu’on ait en outre im g (2) =g' (a). Frederic Roger. 


Bruwier, L.: Sur la valeur moyenne des fonetions eontinues de plusieurs variables. 
Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 80—89 (1940). 


Se f(x}, 3, - . -, %) ® una funzione continua in un rettangolo R= (,< u, <b, 
Tr 
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‘= 1,2,...,n), il teorema del valor medio afferma che esiste almeno un punto 
(2, x0,..., x) interno ad R tale che 


n 
ze 
Hana, — af fe Du dr dee dr, 
R 


L’A. dimostra la seguente elementare estensione del precedente teorema: Se 9,9, 71>---»?n 
sono numeri reali e ptgq+trı +: +7m=0, se le funzioni (1, 22; . - -» Zn)» 
P(&,, %g, . - -, Zu) 00 continue in R, esiste almeno un punto (=, 23, .. ., %,) interno 
ad R tale che 


vp(d, Alle . [fan Ar tale zZ) - (pie, . &n)dRı dm + 
R R 


+ ynj: . [Hai in Dee RT nn ee) el 
Pos v = l,9qa=—Ln=0,..,m=0, 9=1, questo teorema & contenuto nel 
teorema del valor medio. Sono indicate altre elementari estensioni dello stesso teo- 
rema. L. Cesari (Pisa). 
Iyengar, K. S. K.: On Frullani integrals. Proc. Cambridge Philos. Soc. 37, 3—13 
1941). de 
Die Arbeit befaßt sich mit der Gewinnung notwendiger und hinreichender Bedin- 


gungen für die Existenz des Integrals 
J(a, d) = [{p(at) — plbt)}t-!dt, 0<a<b 
0) 


unter der Annahme, daß @(x) in jedem endlichen, O nicht enthaltenden, positiven 
Intervall integrierbar ist. Setzt man og = a/b, so ist J(a, b) = J,(e) — Jz(o), wobei 


gesetzt ist: a, AR E r € Er 
AL NAUE t, ae) = lim [pi Jertdt. 


Verf. beweist: 1. Existiert J,(o) für alle o-Werte irgendeines endlichen o-Intervalles, 
so existiert J,(o) für alle e > 0. 2. Ist o(t) in der Umgebung von t=0 beschränkt 
und existieren J; (01), Jı(02), wobei logo, /loge, eine irrationale Zahl ist, so existiert J| (0) 
für alle o > 0. 3. In den beiden genannten Fällen ist J,(0) = konst. logo. 4. Aus der 


1 
Existenz von J,(o) für einen einzigen Wert o, folgt a) die Existenz von lim il p(t)dt, 
u €> E 
b) mit y(u) -— [pa die Relation lim {yp(w) — y(uo,)} = 0, c) die Gleichung 
u> 


e 0 
Jı(o) = lim ih y(dt-!dt. Analoge Sätze gelten für J,(o). — Für die Existenz von 
€ &0 
Jı(o) für alle 0 > 0 ist dann notwendig und hinreichend diejenige der beiden Grenz- 
U 


1 
; | e 
werte lim N p(t)dt und lim = ji p(t)dt; analog für J,(o). Harald Geppert. 
6 


Allgemeine Reihenlehre: 


Birindelli, Carlo: Relazioni rieorrenti tra partieolari procedimenti (f; 9) di Gron- 
wall. Estensione dei metodi (f, g) per la sommazione generalizzata delle serie multiple. 
Rend. Circ. mat. Palermo 63, 1—32 (1941). 

L’A. considöre le proc&d& de sommation de Gronwall [Ann. of Math., II. s. 33, 
101—117 (1932); ce Zbl. 3, 55]. Il fait la comparaison des differents procedes parti- 
culiers, entre autres celui du R£f., et genralise la möthode de Gronwall pour les series 
multiples en demontrant que les r&sultats fondamentaux de Gronwallrestent valables. 
Comme applications il obtient pour les series doubles de Fourier des generalisations 
de certains th&oremes de Tonelli et Cinquini [Rend. Semin. mat. Univ. Padova 4, 
155—175 (1933); ce Zbl. 9, 108]. N.Obreschkoff (Sofia). 
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Hardy, G. H.:-Note on a divergent series. Proc. Cambridge Philos. Soc. 37, 1—8 
(1941). 5 
Die nur für z=0 konvergente Reihe Dn!z" (1) ist für die Funktion 

[os n=0 
e-! 


G(z) = De: dt (z=re®, 0 <9< 27), asymptotische Reihenentwicklung im Sinne 


) 
von Poincare. Es läßt sich leicht zeigen, daß @(z) = og(——.) + H(z) ist, 


worin H(z) eine im Unendlichen reguläre Funktion bedeutet. @(z) besitzt einen Zweig, 

welcher auf der negativ-reellen Achse positiv ist und der nach Eins konvergiert, wenn 

man längs derselben gegen den Ursprung geht. Nur dieser Zweig soll in Zukunft 
oo 


mit @(z) gemeint sein. — Verf. bezeichnet eine Reihe >) cn als A-summierbar zur 
Summe s, wenn lim Dec, = 8 ist, wobei A, = 4} & ” =( und 

"0 7, = nlognloglogn(n > 3) 
sein soll. Reihe (1) erweist sich nun als A-summierbar zur Summe @(z) im Bereiche P: 
r>0,0<0< 27 und die Summierbarkeit ist in jedem Gebiete P(R,n): O<r <R, 
0<n=z49=2n — n<2z eine gleichmäßige. Sein Theorem über die Reihe (1) verall- 


gemeinert Verf. noch in folgender Weise: Ist f{z)= 2) a„2" im Bereiche P einschließlich 
0 


n= 
des Punktes z= 0 regulär und gilt in jedem Bereiche r>0, 0<n<0<2r —n<2n 
für hinreichend großen |z| und irgendein k gleichmäßig f(z) = O(|z!*), so ist die Reihe 


> n!a,„2" in P A-summierbar zur Summe g(z) = l e-'f(zt)dt und die Summierbarkeit 
ö 


ist in jedem Gebiete P(R,n) eine gleichmäßige. Lammel (Prag). 
Seott, W. T., and H. S. Wall: Value regions for eontinued fractions. Bull. Amer. 
Math. Soc. 47, 580-585 (1941). a 
Man betrachte den Kettenbruch (1) T + ; En 1 + : —+ +++ I. Liegen die Zahlen 


@y,Q3,Q,,... in dem Bereich (A): |2| — R(z)<=}, so liegen alle Näherungsbrüche 
von (1), und auch der Wert von (1) — wenn (1) konvergent ist — im Bereich (B): 
w—1/=1, w=0. Der Bereich (8) darf nicht verkleinert werden: wird näm- 
lich an = 2, Ag„,ı = 2 gesetzt und durchläuft z den Bereich (X), so durchläuft der 
Wert des Kettenbruches (1) bereits den ganzen Bereich (8). — II. Es wird ein nur 
Von Gy, Gy, da, abhängiger Kreis $ angegeben mit folgender Eigenschaft: Liegen die 
Zahlen a,, a,, a4, @,,... im Bereich (A), so liegt der Grenzwert der Näherungsbrüche 
gerader Ordnung im Kreis $. [Der genannte Grenzwert existiert in diesem Falle 
immer nach einem Satze der Verff. (vgl. dies. Zbl. 22, 326). Der parabolische Bereich (W) 
spielte bereits in jener Arbeit eine wichtige Rolle.] Jarnik (Prag). 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 

Neville, E. H.: Expansion of Jacobian funetions in powers of the moduli. J. London 
Math. Soc. 15, 113—115 (1940). 

Macht man im Legendreschen Normalintegral erster Gattung die obere Grenze x 


von c, dem Quadrat des Moduls, durch die Forderung der Konstanz des a 
2: d: 
wertes u abhängig, so findet man durch Differentiation des Integrals sofort Tz = TE 


und damit auch = und en . In einem Nachtrag bemerkt Verf., daß sich diese 
c 


Herleitung schon bei Hermite findet. In den Formeln für die Ableitungen tritt das 


U 
Integral J, = [ (122) du auf. Die höheren partiellen Ableitungen der Jacobischen 


dnu in 
50777 


0 > 2m A 2 
Funktionen nach c enthalten die Integrale Js, = I (2) du, die man durch eine 
0 
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Rekursionsformel auf J, zurückführt. Die Werte der ersten Ableitungen für c=0 
und c—=1 werden angegeben. Man kann so die von Rosenhead [J. London Math. 
Soc. 15, 7—10 (1940); dies. Zbl. 26, 212] angegebenen Entwicklungen der Jacobischen 
Funktionen nach Potenzen von c = k? verifizieren. Krafft (Marburg a.d.L.). 

Feldheim, Ervin: Relations entre les polynomes de Jacobi, Laguerre et Hermite. 
Acta math. 75, 117—138 (1942). 

L’A. considera i quattro sistemi di polinomi ortogonali P}" A (x) [diJacobi], P® (x) 
[ultrasferiei], Z‘®(z) [di Laguerre], 4,(«) [di Hermite], definiti dalle note relazioni 


Pia) = Ha (m nta+ß+l; a4 5°), 


or! 


I (0). (b), r 
F(a, b; c; 2) - Dot, (a), = Fa I laye: 
r=0 


2 (2A) Be a. ET ah ? 
Zn r( nn+24;) +5; 5 ). (>35): 


( 
(one 


& +Dn 
La) — * in ‚Fıln;a+l;e), Fila; ce; «) = 
[n/2] I (2ajr-a r=0 
A gr ®! We 
He) Ba 1) r! r!(n — 2r)! ’ 
r=0 
allo scopo di porre in evidenza alcune relazioni di passaggio da un sistema di polinomi 
all’altro e nello stesso sistema, e di trovare delle relazioni integrali, oppure degli svi- 
luppi in serie nei quali intervengano gli stessi polinomi. — I polinomi di Laguerre 
e di Hermite sono legati a quelli di Jacobi e agli ultrasferici dalle relazioni limiti 


L®(g) = li se 5) mr 3 Al 
(x) Jim PD: 1 3)’ H„(x) n! lim 4 er va)’ 
e quelli di Hermite a quelli di Laguerre dalla relazione di G. Palamä e 
2 I +2 2 

L.Toscano H,„(x) = 2"n! an = \(e — oe) ‚ [questo Zbl. 26, 215; 21, 311], 
e sono queste relazioni, come osserva l’A., che permettono il passaggio da un gruppo 
di formule stabilite per uno dei sistemi di polinomi considerati, ad esempio per quelli 
di Jacobi, ad analoghe formule per gli altri sistemi. — Cosi dalla formula generatrice 
dei polinomi di Jacobi 


DIE Een -(1- ze Ei a, (tl <1), 


n=0 1 
sostituendo ad x, — 


x DR: ._. 
‚e passando al limite per ß — oo, si ritrova la classica for- 


mula relativa alla funzione generatrice dei polinomi di Laguerre 
Dirge=u—genesen,  (ıl<ı). 
n=0 


Cosi pure dalla formula integrale di Erd&lyi (questo Zbl. 17, 213) 


1 
an Fall 
Fla,b;:c; 2) = Foren vl] — vr 1Fl(a,b; y; va)do, 
N) 


con Re>NRy V’A. deduce per x <—1/2 la formula 
1 
P& (2) = (—1Yn I(«+]1) (x + 1). ER, Pr = 
N er rn | U tree (ey TE) a0 
-1 
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la quale generalizza una nota formula integrale di Uspensky che serve ad esprimere 
ı polinomi di Laguerre per quelli di Hermite. — L’A. richiama successivamente 
altre sue formule integrali tra i polinomi di Laguerre e di Hermite (questo Zbl. 28, 
31; 24, 32) e partendo dalla relazione tra la funzione ipergeometrica F(a,b; c; x) (di 
Gauss) e la ‚F, (b;c;ux) di Kummer 


l 
Kia,b;c;D)= Te) [wie Pb; svedo, MRoa>o,r.=i), 


ö 
trova tra i polinomi ultrasferici e quelli di Laguerre l’equazione 
+00 


PW(g) = - wre hlu Fan, >35). 


 (@A+3„T(24) | 
ö 
In una seconda parte del lavoro dedicata a stabilire tra i polinomi di un medesimo. 
sistema ortogonale delle relazioni concernenti la variazione del grado, del parametro, 
dell’argomento, l’A. ritrova ed estende risultati di E. Kogbetliantz, F. Tricomi 
(questo Zbl. 20, 39), L. Toscano (questo Zbl. 23, 314), W. N. Bailey (questo Zbl. 19, 
263), W. T. Howell (questo Zbl. 18, 149). — Nella terza parte del lavoro l’A. deter- 
mina la somma di alcune serie i cui termini sono formati con prodotti di polinomi 
appartenenti ad uno stesso sistema. — Le precedenti ricerche sono state completate 
ed estese dallo stesso A. in due memorie successive (questo Zbl. 26, 114, 116) e in 
un’altra „Sul prodotto di due polinomi di Laguerre‘ in corso di stampa. 
Giovannı Sansone (Firenze). 

Copson, E. T.: On an infinite integral connected with the theory of Bessel funetions. 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 37, 102—104 (1941). 

Zwei Beweise der Formel 


[0.0] 


sinzu get T’(2v +2) 
ee a ren Din +2) 
{) ’=0 
aus der Theorie der Besselfunktionen bzw. des Integrallogarithmus heraus. H.Geppert. 
Rutgers, J. 6.: Über Reihen und bestimmte Integrale, bei denen Bessel-Funktienen 
auftreten. 1./2. Akad. Wetensch. Amsterdam. Proc. 45. 376—379 u. 484—489 (1942) 
[Holländisch]. 
Verf. geht aus von der früher (Sur les fonctions eylindriques de premiere espece 
[Nieuw Arch Wiskde, II. s. 7, 285—405 (1907)]) bewiesenen Formel 
B7 


TOHDI@HD reg, 44a), 
T%+e+1)yY2n RR). 


IERE — )J,(o) (8 — a) oaerda = 
f) 


Indem er die absolut konvergente Entwicklung 


N De +1) Srlu—r+n) z\n 
BA Po Rare 
Nn= 


4, v beliebig, heranzieht, gewinnt er die z. T. vom Verf. früher auf anderem Wege 
abgeleiteten Beziehungen: 


Eu rnDer He tett,,, 


2 ee; 3 ar, —— 
0x 


IE _ 1 E— ) I. za) — ar ttartida 
O 


Her HDTe+ DET DE zitetn, 
= PH Yr Pan) »+e+n(®) 


ln )T(e+) tert), + re, 
To+e+2V2r Rr)>—t, Reo)>-—$; 
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woraus durch Spezialisieren der Parameter und mittels der Beziehungen 
M27 re 
J_,(y) = ) 9) J(y) = | es 
; „fsin a 
eine Anzahl von Integraldarstellungen von der Form | Jul) nd und 
sin. 


lg folgt. Ist ferner m eine nichtnegative ganze Zahl, so er- 
cosa| 


re -- ar 


geben sich Formeln von der Art 


z 


IKA (x — )Ie ma) (a — a)’ ae +rda 


J,to+n+4 (2): 


ie SEN. a Te+n-+}) Ca 
FE Yn n! Tw+oe+n+]1) 


x rn=0 
I, — 0) Io mla)(z — ar ttaetmda 


0 m -1r( ® ß 
s goretm+t?2 ( Ber ‚te+n+ti 
_ Tbe+D)m!2 “Ss S! m n) T(e+n+3) (5) TR Iren, 


Ur Zu nn! To@+o+n+H\2 
Hehe RK)>—; Re)>—, 
aus denen in der gleichen Weise wie aus den obigen Formeln analoge Beziehungen 
folgen. Volk (Würzburg). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Dantzig, D. van: On the affirmative content of Peano’s theorem on differential 
equations. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 367—373 (1942). 

Le dimostrazioni del teorema di Peano sulle equazioni differenziali poggiano su 
principi che non possono essere accettati dall’intuizionismo. L’A. mostra medjante 
un esempio che non soltanto le dimostrazioni ma addirittura il teorema stesso soggiace 
alla stessa obbiezione. L’A. sostituisce allora alteorema di Peano un altro, il cui enun- 
ciato & troppo lungo a riportarsi e che fornisce delle proprietä caratteristiche delle 
soluzioni di un sistema di equazioni differenziali ordinarie a secondi membri continui. 

@. Scorza Dragoni (Padova). 

Boulanger, J.: Sur l’&quation differentielle lineaire et homogene du second ordre. 

Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 89—110 a: 


L’A. studia per l’equazione (1) = Kr ze + L(x) y=0, con K’(x), L(x) funzioni 

continue in (a, b), a< b, il problema ai limiti considerato in un suo precedente lavoro 
{ d? 

peı l’equazione ee +4(2)y=0, A(2)>0, (questo Zbl. 22, 222). — La (1) per 


K(x)L(x) <0 ammette soltanto la soluzione y = 0 soddisfacente le condizioni ai 
limiti (2) y(a) = 0, y’(b) =0. — Supposto K(2)>0, L(2)>0 pera<zı<b, per 


s d 
ogni integrale dell’equazione DE (X) | +L(2)=0 soddisfacente le (2) valgono le 
hımitazıoni 


d b 
y(a) = — [zidı, ya=„,|Luadt, 


a 
dove U <m un K(x), e se ne deduce che se la (1) ammette un integrale y(x) 


tale che y(2)> 0 in (a,b), e y’(b) > 0, esso puö AO Einaz]E col seguente procedi- 


mento di approssimazionj successive. Sia yo(2) — y’(b) K(b) IL K@) + y(a), e si co- 
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struisca la successione {y„(z)}, dove y„(x) & l’integrale dell’equazione 


AK (a) Y 
ee, 


(ME) soddisfacente le condizioni ai limiti y„(a) = y(a), y,(b) = y(b); y„(z) 
per n >00 converge uniformemente in (a, b) verso y(x). — Se nel procedimento ora 
indicato si parte dai valori y(a)=1, y’(b)=0, e si pone 


b b 
%n (2) = Yn(X) == Yn-ı(%), In — /L(x)v„()v,(2)dx —iDe)ın nad, 


la successione {7,/7,„_,} ® positiva,' crescente, limitata, e posto lim 7,/T, , =/si 
Nn>X 


ottiene che se << 1, ’unico integrale della (1) che soddisfa le condizioni ai limiti (2) 
e quello identicamente nullo, ese {= 1 la (1) ammette un solo integrale che soddista 
le (2) e per il quale si ha anche (3) y(x) > 0 pera< x<b, e inversamente, e perciö se 
7> 1 non pud esistere un integrale della (1) che soddisfi tanto le (2) che la (3). — L’A. 
determina per alcune classi di equazioni condizioni sufficienti dalle quali pud dedursi 
7<l oppure >], e dimostra pure che fissato (a, b), f cresce al crescere di L(z), 
mentre diminuisce al crescere di X(x). — Prova infine che se A(z), C(x) sono con- 
tinue in (a,b), a<b, A(2)>0, O(xz)>0,e se per l’equazione Ay’ + By+Cy=0 
si ha << 1, allora il metodo delle approssimazioni successive permette di costruire un 
integrale z(z) dell’equazione A(z)z”+ B(x)z— C(x)z= 0, positivo in (a, b), decres- 
cente, e tale che z(a) =1, z(b) =. Giovanni Sansone (Firenze). 

Boulanger, J.: Sur l’&quation differentielle du troisieme ordre. 2. Bull. Soc. Roy. 
Sci. Liege 9, 110—116 (1940). 

L’A. riprende una precedente ricerca (questo Zbl. 21, 316), e con un procedimento 
gi& usato da E. Picard per le equazioni di secondo ordine prova che data l’equazione 
differenziale dey dy 

I = ATI + Be) + Cla)y 
con A’, B’, C funzioni continue di zin (a, b), «<< b, se esiste una funzione A(x) con- 
tinua in (a, b) insieme alle sue derivate terze, tale che si abbia in (a, b) 


1e>—1, +4) +z 5 <0, 


d?} dei 
+Awd7at as >: 


1 + 0 + 20] + 2 — Bi) 
allora essa pud ammettere al piü un solo integrale soddisfacente le condizioni ai limiti 
(*) yaa=a, Yya=a, yb)=B, Pr 
con &,&',ß costanti prefissate. — Ne deduce in particolare che l’equazione u = (0/29, 
C(z)<0, per b— a< ysj(2M), dove M= max |C(a)|, non puo amımettere che 
al pit un solo integrale soddisfacente le rn (?): Giovannı Sansone. 


Variationsrechnung: 

© Pauc, Christian: La methode mötrique en ealeul des variations. (Aetualites 
seient. et industr. Nr. 885. Exposes d’analyse generale. Publi6s par Maurice Fröchet. 
XII.) Paris: Hermann & Cie. 1941. 81 pag. > 

Bezeichne @ ein beschränktes Gebiet der x, y-Ebene, p und q zwei Punkte von @, 
ferner 9,, den Winkel, welchen der von p nach g führende Vektor mit der positiven 
z-Achse einschließt. Sei F(p, ®,,) eine in @ definierte Funktion, mit deren Hilfe 
man statt des euklidischen Abstands pq der Punkte p und gq die Zahl pg=F(p, 9, ,) * P4 
als „Abstand“ einführt. Die soicherweise ummetrisierte Menge @ wird dadurch zu 
einem kompakten Raum R gemacht, welcher zwar kein metrischer Raum im Frechet- 
schen Sinne ist, wohl aber manche Eigenschaften mit den metrischen Räumen gemein 
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hat. Sei nun a = Ppy Pi: Pn = b eine endliche, geordnete Menge von Punkten 
aus G, sie heißt ein Polygon P. Als Länge von P wird die Summe 


n n 
= Pr -ı Pk = Eipızu Öpr_19,) - Pr-ıPk 
=1 ee 


bezeichnet, ferner wird die Länge einer Teilkurve € von R als die obere Grenze der 
Längen in C eingeschriebener Polygone mit gegen Null konvergierendem, größtem 
„Abstand“ 9-17? definiert. Bedeutet t einen Parameter so, daß x(t;) bzw. y(t;) 
mit den Koordinaten x. bzw. y, des Punktes p, übereinstimmen, so ist die Länge 
der Teilkurve C des Raumes R ersichtlicherweise nichts anderes als das Integral 
b 


[F(xt), y(t), d(t))dt, oder für eine in der Variationsrechnung wichtigen Klasse von 
d 


“4 . . 
Funktionen gleich dem Integral f F(x, y, x’, y')dt. Da die Länge in R — wie dies 
a 


von Menger gezeigt wurde — eine unterhalb stetige Mengenfunktion ist, reduziert 
sich somit die Tonellische Theorie der Variationsrechnung auf ein Kapitel der Theorie 
der Bogenlänge in gewissen kompakten Räumen, welche den metrischen Räumen sehr 
ähnlich sind. Diese Gedanken bildeten im wesentlichen die Grundlage zu dem von 
Menger durchgeführten Aufbau der Variationsrechnung als einen Teil der metrischen 
Geometrie gewisser abstrakter Räume. Verf. berichtet über die verschiedenen Ergeb- 
nisse dieser metrischen Theorie der Variationsrechnung und weist durch Parallelsetzung 
mit der Tonellischen Theorie insbesondere auf die großen Vorteile der metrischen 
Methode hin. Von diesen ist vor allem hervorzuheben, daß die metrische Theorie 
zum Beweis der Existenzsätze überhaupt keine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
braucht, ferner ist sie durchaus nicht an ein spezielles Funktional, wie das Lebesguesche 
Integral, gebunden. Es ist auch bemerkenswert, daß die Vergleichskurven der me- 
trischen Theorie — im Gegensatz zur Tonellischen Theorie — nicht rektifizierbar zu 
sein brauchen, was insofern von Bedeutung ist, als nach einem Carath@odoryschen 
Beispiel schon Variationsprobleme, in welchen der Integrand die Quadratwurzel eines 
Polynoms achten Grades ist, auf nicht rektifizierbare Minimanten führen können. 
Verf. hebt diese Vorteile der metrischen Methode an mehreren Stellen hervor. Das 
Heft beginnt mit einem historischen Überblick, worauf eine Einleitung in die nötigen 
Begriffsbildungen der mit einer gewissen Metrik behafteten Räume folgt. Nach diesen 
einleitenden Teilen wird eigentlich auf die metrische Theorie der Variationsrechnung 
eingegangen, deren Ergebnisse sodann auch im Zusammenhang mit der Tonellischen 
Theorie betrachtet werden. Nach einer Auseinandersetzung des gewöhnlichen Falles 
der Variationsrechnung, vom Standpunkt der metrischen Theorie aus betrachtet, 
schließt das Heft mit einem Literaturverzeichnis der betreffenden Originalwerke. 
@. Alexits (Budapest). 

Baiada, Emilio: Un problema non regolare del ealcolo delle variazioni. Ann. Scuola 
norm. super. Pisa, II.s. 11, 65—78 (1942). 

Verf. gibt einen neuen und einfacheren Beweis des folgenden Satzes von E. J. Mac 
Shane (dies. Zbl. 20, 372): “Approach set” bezgl. des Punktes (z, y) heiße die Menge 
der Paare (x, y’), so daß für irgend zwei Paare (1, 41), (%, %) dieser Menge 


Fy(z, Y, 2, yı) == F,(&, Y, 2; %); Fy(&; Y, %; yı) => Fy(&, Y; 2, Y5) 
gilt; kann man dann jedem M ein Zy>0 derart zuordnen, daß für 
LRiz y,®,y)ds<M 
6) 


die Länge der Kurve C kleiner als Z,, wird, und ist außerdem jedes „approach set” 
bezgl. des gleichen Punktes (x, y) die Summe einer endlichen Zahl von konvexen 
Mengen A,,A,,..., A;, die derart angeordnet werden können, daß 


Am, y,%,Y,%, 1) <0 
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wird, wenn (X, %) zu 4; und (x, y)) zu A, mit ©<{j gehört, dann existiert eine 
Minimalkurve. S. Oinquini (Pavia). 

Sakellariou, Nilos: Sur le probleme adjoint au ealeul des variations. Bull. Soc. 
Math. Grece 21, 53-57 (1941). 

Verf. hat früher (dies. Zbl. 22, 55) zu dem Variationsproblem ® eines über ein 
zweistufiges Flächenstück im R, gebildeten Doppelintegrals von gewisser Gestalt das 
adjungierte ® eingeführt. Hier erörtert er bei dem Aufgabenpaar 9,3% (mit den 
Extremalen 6&, €) den Fall veränderlicher Grenzen: die Randkurve R von € sei auf 
einer Überfläche p() =0 (i=]1,...,n) — kurz auf ® — beweglich. Er beweist den 
Satz ©: Die Projektion von & auf den jkl-Raum (j,k,1=1,...,n) steht längs R 
auf der Projektion von ® senkrecht. — Ist das Grundintegral von ® der Flächeninhalt, 
so besondert sich © zu einer bekannten Eigenschaft der Minimalflächen. — Auf 8.53, 
Zeile 6 v. u. lies in der Klammer 4 statt I; auf 8. 56, Zeile 13 v. o. lies wft), v(t), e; auf 
S. 56, Zeile 6 v. u. lies 7, statt n,; auf 8.56, Zeile 4 v. u. lies Alt) 9... 

Koschmieder (Graz). 

Lepage, Th.: Sur les ehamps g&odesiques des integrales multiples. Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s. 27, 27—46 (1941). 

Zuerst erinnert Verf. an einige Eigenschaften alternierender Differentialformen Q 
des Grades u in den Differentialen dt,,dz; (x =1,...u;i=1,...n), insbesondere 
der integrablen 2, für die dQ = 0 ist oder auch für die eine Form // mit der Eigen- 
schaft d// = existiert. Sodann bespricht er den Einfluß einer Änderung der Basis 
dti,, da;in dt,, m; =dz,;, — x;„.dt,, namentlich bei den Differentialformen minimalen 
Ranges. Hier schon ergeben sich Zusammenhänge mit der von Carath&odory [Acta 
Litt. Sci. Szeged 4, 193—216 (1928/29)] in der Variationsrechnung mehrfacher Inte- 
grale eingeführten involutorischen birationalen Berührungstransformation. Die An- 
wendung der Betrachtung auf die Grundfunktion L(t,, %, %.) eines Variations- 
problems führt zur Aufgabe, eine Differentialform Q = Ldt,...dt,, dQ=0 (modo,) 
zu bestimmen, die noch von gewissen Parametern 4;,,... abhängt. Verf. hat früher 
[Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 716—729, 1036—1046 (1936); dies. Zbl. 16, 262], 
die vorher aufgetretenen verschiedenen Definitionen von Carath&odory und Weyl 
unter einheitlichem Gesichtspunkt betrachtend, den Begriff des geodätischen Feldes 
dahin verallgemeinert, daß die Flächenrichtungen 2; = yia(t, %,) als Ortsfunktionen 
gegeben sein sollen, bei deren Einsetzen in 2 eine integrable Form [42] entsteht. Wie 
innerhalb dieses allgemeinen Ansatzes die Carathöodorysche Feldtheorie durch die 
Forderung ausgezeichnet ist, daß sie auch auf Probleme mit beweglichem Rand an- 
wendbar ist, hat inzwischen Boerner gezeigt [Math. Z. 46, 720—742 (1940); dies. 
Zbl. 23, 332]. Verf. führt zum Schluß unter der Voraussetzung, daB Y;„(ls, 2,) ge- 
geben sind, für die das System &; = da, — y;„dt, vollständig integrabel und die 


Lagrangeschen Ausdrücke L,; — eh, — (sind, die Bestimmung der Parameter },;, 


auf ein vollständig integrierbares (im Sinne von Riquier involutorisches) System 
zurück, das mit der klassischen Transformation von Mayer behandelt werden kann. 
(Ein neuer Konstruktionsbeweis der von Boerner [Math. Ann. 112, 203—213 (1936); 
dies. Zbl. 13, 121] im Rahmen der Carath@odoryschen Theorie gegebenen, vom Ref. 
[Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 49, 174—178 (1939); dies. Zbl. 21, 414] vereinfachten 
Einbettung eines gegebenen, hinreichend kleinen Extremalenstückes in ein geodätisches 
Feld ist damit nicht geliefert.) Wenn die Gleichungen w; = 0 integriert sind und 
eine n-parametrige Schar von Extremalen vorliegt, erfordert die Konstruktion des 
geodätischen Feldes nach Debever [Bull. Acad. Roy. Belg., V. s. 23, 809815 (1937); 
dies. Zbl. 18, 137] nur noch Quadraturen. E. Hölder (Braunschweig). 
Gutton, Henri, et Antoine Ortusi: Sur le rendement maximum d’un projeeteur 
d’ondes. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 736—738 (1942). 
Verff. betrachten folgende Aufgabe. Es soll eine Funktion zweier Koordinaten 


6 
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in einer Ebene bestimmt werden mit folgenden Eigenschaften: Das Integral des 
Quadrates der Funktion über einer bestimmten Fläche der genannten Ebene soll 
konstant sein. Das Integral des Produktes dieser Funktion und einer zweiten vor- 
gegebenen Funktion über derselben Fläche der Ebene soll möglichst groß sein. Die 
Lösung dieser Maximumaufgabe lautet, daß die gesuchte Funktion gleich der vor- 
gegebenen, multipliziert mit einem konstanten Faktor sein muß. Verff. zeigen, daß 
es sich tatsächlich um ein Maximum handelt, indem sie das oben an zweiter Stelle 
genannte Integral mit anderen Werten des Integrales vergleichen, welche sich ergeben, 
wenn für die unbekannte Funktion eine andere Wahl getroffen wird. Die Aufgabe 
tritt bei Wellenausbreitungsfragen auf, bei denen eine Höchstfeldstärke in einem vor- 
gegebenen Punkt als Folge einer strahlenden Fläche gewünscht wird. M. J.O. Strutt. 


Integralgleichungen. Integraltranstormationen : 


Kneschke, A.: Wechselbeziehungen zwischen Differentialgleiehungen und Integral- 
gleiehungen. 2. Mitt. Dtsch. Math. 6, 543—553 (1942). 

Das in der ersten Mitteilung (dies. Zbl. 24, 116—117) angewandte Verfahren zur 
Überführung linearer Differentialgleichungen mit Cauchyschen oder Lagrangeschen 
Nebenbedingungen in Integralgleichungen wird auf Probleme ausgedehnt, bei denen 
außer Funktionswerten der Integralkurven auch Kurvenelemente an einzelnen Stellen 
des Grundgebietes vorgegeben sind: Zu z; gehört %, %,..., yaD, ;=1,2,...,1, 
kıtk,+-.- +h=n, 1ek,=n. An Stelle der dort auftretenden Lagrange- 
schen Polynome treten hier die verallgemeinerten Lagrangeschen Polynome, wie sie 
von Vahlen [Z. angew. Math. Mech. 13, 283—298 (1933); dies. Zbl. 7, 208] zur Inte- 
gration von y9 = 0 mit den gleichen Nebenbedingungen benutzt worden sind. Um- 
gekehrt wird für eine Integralgleichung, deren Kerne Polynome von x sind und vor- 
geschriebene Unstetigkeiten besitzen, das äquivalente differentielle Integrationsproblem 
gefunden, indem man aus den Ableitungen der Kerne die Koeffizienten der Diffe- 
rentialgleichung bestimmt; der Zusammenhang zwischen der Störungsfunktion g(x) 
und der freien Funktion @(z) ist wieder gegeben durch g(z) oo . Die Neben- 
bedingungen ergeben sich durch Differentiation aus der freien Funktion. An den 
Beispielen 


fa) + [ Kla, HHOUE= 5 (et + 312? — 782 + 16), 
172 


& x 3 1 
2/0) + [Kia Hide = —S +0+2—L, 
i 
mit den Kernen (2 —o)=K,, ER 
K(e,d)= =. ]j8 

(2, &) ES" =n, a <e=<2, 
die auf die Differentialgleichungen 
ey try — 2ryt2y=at, W)=-—-1l, ya)=1, YyU)=-1, 


bzw. 

Ay ++ NR —2Ry+2ıy=6, yl)=1, y@a)=4, Yi)=—1 

führen, wird der Sachverhalt nochmals im einzelnen dargelegt. Volk (Würzburg). 
Popovici, Constantin: Comment peut-on deduire d’un elich6 photographique 1a 

distribution de la matiere eosmique dans P’espace d’une nöbuleuse dont la forme est 
eonnue. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 161—166 (1941). 

Die Frage der Bestimmung der Verteilung der kosmischen Materie in einem Nebel 
bekannter Form durch Auswertung des Photogrammes führt auf die Funktional- 
gleichung 2 (r) 

Jeo(, r)d2e= —lg(l-g(r)), 


zur). 
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ın der die Funktion @(r) photometrisch bestimmbar ist. Dabei gelten folgende 
Annahmen. Der Nebel werde von einer Rotationsfläche begrenzt, deren Achse die 
z-Achse ist und zur Platte senkrecht steht. r ist der Abstand von der Achse, o(z, r) 
die Flächendichte im Nebel parallel zur Platte. Für den Fall, daß o nicht von r ab- 
hängt, gibt es unendlich viele Lösungen, von denen aber nur eine den physikalischen 
Bedingungen entspricht. Im allgemeinen Falle hängt o ab von der Gleichung der 
Niveauflächen konstanter Dichte, die man nur z. B. bei Kugelsymmetrie kennt, wobei 
man auf eine Abelsche Integralgleichung kommt. Man behilft sich sonst mit Nähe- 
rungslösungen, indem man plausible Annahmen über die Gestalt der Niveauflächen 
macht. Tautz (Breslau). 

Legras, Paul: Über das asymptotische Verhalten der Erneuerungsfunktion. Mitt. 
Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 42, 183—204 (1942). 

Verf. gibt zunächst einen Rückblick über die in der versicherungswissenschaft- 
lichen Fachliteratur entwickelte Theorie der sog. Erneuerungsgleichung 

t 


pt) = pl) + [pt — )p(a)dz, 


ö 
wobei über die Ausscheidedichte 


P)>0, /[pWdt=1 ud [tpWd=T<o 
0 0 


vorausgesetzt wird. Die Erneuerungsfunktion @(t) soll ermittelt werden. Im Hin- 
blick auf die versicherungstechnische Interpretation fand die Frage nach dem Ver- 
halten von @(t) für große t bei den Theoretikern viel Beachtung. — Man spricht von 


; : e > IR 
eigentlicher Stabilisierung, wenn die asymptotische Relation lim @(t) Zn gilt. 


Dieses Verhalten der Erneuerungsfunktion kann aber nicht ohne zusätzliche Voraus- 
setzungen über p(t) gefolgert werden (vgl. Ref., dies. Zbl. 19, 36 und 20, 247). Eine 
notwendige Bedingung gab H. Richter (dies. Zbl. 24, 163). Der genannte Verf. ent- 
wickelte später auch hinreichende Bedingungen (dies. Zbl. 26, 126). Einen scharfen 
Konvergenzsatz hat ferner W. Feller (dies. Zbl. 26, 230) abgeleitet. — Wie ver- 
schiedene andere Autoren (vgl. z. B. L. Feraud, dies. Zbl. 25, 183) findet auch Verf. 
in der Laplace-Transformation das geeignete formale Hilfsmittel zur Behandlung der 
Erneuerungsgleichung. Durch Anwendung eines Satzes der Tauberschen Asymptotik 
(G. Doetsch, Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation, S. 208, Satz 2; 
dies. Zbl. 18, 129) gewinnt Verf. die Stabilisierung im Mittel: 


t 
BR: 1 
lim —- [P(a)dz on 
6 

Diese asymptotische Relation wurde bereits von H. Richter in seiner Habilitations- 
schrift (dies. Zbl. 26, 126) und unabhängig von W. Feller (dies. zbl. 26, 230) auf- 
gestellt. — Verf. gelangt nun zu seinem eigentlichen Ziel, das darın besteht, unter 
geeigneten, allerdings starken Voraussetzungen, eine asymptotische Formel für die 
Erneuerungsfunktion abzuleiten, welche nicht nur die eigentliche Stabilisierung dar- 
legt, sondern Approximationsfunktionen beliebiger asymptotischer Schärfe liefert. 
Dies gelingt durch geschickte Behandlung der durch die komplexe Umkehrformel der 
Laplace-Transformation gewonnenen Darstellung der Erneuerungsfunktion. Das Re- 
sultat ist folgendes: Die Ausscheidedichte p(t) sei zweimal stetig differenzierbar, und 
weiter gelte für v» = 0,1, 2 pa=0Ofeth, a>d. 


Es sei ferner h(z) = il e-?!p(t)di. Dann besitzt die charakteristische Gleichung 
6 


1 — h(z) =0 im Streifen -—o=< Rß]<=0,0<o<a,e>0, nur endlich viele Wur- 
zeln, die mit z2,=0, 2], 2-15 --- Zn, 2-„ bezeichnet werden sollen, und die so numeriert 
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sind, daß 2, = 2_, gilt. — Ist C, = — h(z,)/h’(z,), so gilt die asymptotische Darstellung 


n 
el er Ole ah 
—_Nn h 
Die asymptotische Schärfe, die durch das Fehlerglied Ofe”°'} bestimmt ist, kann offen- 
sichtlich dadurch erhöht werden, daß o größer gewählt wird und entsprechend mehr 
charakteristische Wurzeln mit einbezogen werden. H. Hadwiger (Bern). 
Rios, Sixto: Über die Singularitäten des Laplace-Integrals. Rev. Acad. Ci. exact. 
Madrid 36, 119—125 (1942) [Spanisch]. 
Cet article reproduit un travail de l’aut. deja analyse (ce Zbl. 26, 323). 
@. Valiron (Paris). 
Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Smulian, V.: Sur quelques proprietes geome&triques de la sphere dans les espaces 
linsaires semi-ordonnös de Banach. C.R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 394—398 (1941). 

Soit E un espace de Banach et soit X un ensemble conique dans E (c’est-A-dire 
tel que si z,yEK, alors aussi © + yE K et AxE K pour A>0). Designons par Q 
resp. S l’ensemble des elements x € K pour lesquels |x]|< 1 resp. |x| = 1. — Dans $1, 
au. fait l’hypothese supplementaire que Ä est ferme et que tout z€ E admet une 
d&composition © = % — &g (2), 23€ K). Une serie de th&oremes suit Etablissant des 
proprietes topologiques de Q et de S, necessaires et suffisantes pour que l’espace 
soit regulier (c’est-A-dire tel que = E). — Dans $ 2, on suppose sur K que tout 
xzE E admet une d&composition <= 2, — 23, |z,| <|x,|(&,, & € K) et qu’il existe 
un ö>0 tel que | + y| > ö pour 2, yE K,|x|= |y]| =1. Dans ce cas, pour que E 
soit regulier, il suffit que la norme v£rifie certaines conditions de derivabilite sur $. — 
Sans demonstrations detaillees. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Day, Mahlon M.: Some more uniformly eonvex spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
504—507 (1941). 

Etant donnee une suite d’espaces de Banach B, (n=1,2,...), ’Au. dit que 
ces espaces ont un commun module de convexite Ö(e) si ö(e) est une fonction > 0 
definie pour O<e=2, telle que, dans chaque B,, les relations |;| = |y;|=1 et 
|2; — y;| > & entrainent |a; + y;| < 2(1 — ö(e)). Soit B l’espace form& des suites 
(2,) oü =„E B„, telles que D’|=,|P <oo (p > 1); dans cet espace, (2 | m? est 

n n 


une norme, qui fait de B un espace de Banach. L’Au. montre que, pour que cette 
norme soit uniform&ment convexe, il faut et il suffit que les B, aient un com- 
mun module de convexite. Application au cas oü B;=IPi ou ZPi, et au cas oü 
tous les B; sont identiques a un m@me espace de Banach B,. L’Au. montre aussi 
que, si ZP(B,) designe l’espace des fonctions definies dans [0, 1], & valeurs dans B,, inte- 


1 1 1/p 
grables au sens deBochner et telles que f\ f()\Pdx < oo, la norme|| {| = f\ f(x) Paz 
ö ö 


sur cet espace est uniform&ment convexe. J. Dieudonne (Nancy). 

Faedo, Sandro: Il prineipio di Zermelo nello spazio hilbertiano. (Bologna, 4—6. IV. 
1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 210—220 (1942). 

Es wird gezeigt, daß man im Hilbertschen Raum — ähnlich wie in den endlich- 
dimensionalen euklidischen Räumen — die Zermelosche Auswahl für abgeschlossene 
Mengen realisieren kann, was insofern nicht trivial ist, als der Hilbertsche Raum gegen- 
über den endlichdimensionalen euklidischen Räumen nicht vollständig ist. 

@. Alexits (Budapest). 

Grunblum, M.M., et L. A. Goureviteh: Sur une propriöte de la base dans Pespace 
de Hilbert. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 289—291 (1941). 

Soient {9,} et {9} deux suites d’elöments dans l’espace H de Hilbert, formant 
un systeme biorthonormal, c’est-ä-dire tel que (9, P) = d,, =1 pouri=j, —0 pour 
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% + j. De plus, {p;} soit complet dans H. Posons 


Ve. N 
wW.=2 (9a) (pp, 9) (P', P) 
a=i ß=j 
pour ,j5=1,2,...,n. La matrice composse par les n? &l&ments vi soit designse 
par Y„. — Les au. d&montrent la proposition suivante: Pour que {p,} soit une base, 


c’est-ä-dire pour que tout /E H admette la representation f =» (f, p)op;,, il faut et 


il suffit que le systeme {p‘} soit complete dans H et que la plus nk racine A = A, 
de l’equation Det (Y, — AE) =0 soit bornee pour n — oo, E designant la matrice 
unite aux elements ö,,;, (5; =1,2,...,n). La premiere de ces conditions peut d’ail- 
leurs &tre remplac&e par la suivante: lim p}' = 1 pour tout i. — La demonstration est 


basee sur un theoreme de St. Banach (Thöorie des op£rations linaires, p. 106—108, 
Warszawa 1932; ce Zbl. 5, 209). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Goldstine, H. H.: Linear functionals and integrals in abstraet spaces. Bull. Amer. 
Math. Soc. 47, 615—620 (1941). 

sei eine Menge, X eine lineare Menge von reellwertigen Funktionen x(p) auf 8, 
die mit x auch |z| enthält, 3 die Menge aller z(p), zu denen es ein « mit |z2| < z gibt. 
I(x) sei ein auf & definiertes lineares Funktional mit /(2)>0 für 2>0. Zu I(z) 
wird in 3 das obere Funktional /*(z) = größte untere Schranke aller /(xz) mit z< x 
erklärt, ebenso das untere Funktional /,(x). I(x) besitzt eine lineare Fortsetzung L(y) 
auf dem Raum ) aller y aus 3 mit /,(z) = I*(z). Eine Teilmenge E von ® gehöre 
zu M, wenn ihre charakteristische Funktion in Q) liegt. Es wird vorausgesetzt, daß 
die Funktion z(p) = 1 in liegt. Es wird dann das Maß mE einer beliebigen Menge E 
als die untere Grenze der L(ypr) erklärt, yr die charakteristische Funktion einer in M 
liegenden, E enthaltenden Menge. Entsprechend wird das innere Maß m,(E) erklärt. 
Jede in M liegende Menge ist meßbar im üblichen Sinn. — Es wird nun folgende 
Stetigkeitsvoraussetzung gemacht: Für jede monoton abnehmende Folge nichtnega- 
tiver x, aus & sei I,(limz,) > lim /(z,). Dann ist M vollständig additiv und enthält 
auch umgekehrt jede meßbare Menge E. Die Mengenfunktion m ist ein reguläres äußeres 
Maß im Sinne von Carath&odory. Jedes yin J) ist integrabel, es ist L(y) —=/[ydm, 
umgekehrt liegt jede integrable Funktion in 9. Schließlich wird untersucht, für welche 
im Mooreschen Sinn verallgemeinerten konvergenten Folgen y, aus J) das Lebesguesche 
Theorem lim f yıdm = f ydm gilt. Hinreichend dafür ist die semigleichmäßige Kon- 


vergenz von y; im Sinne von Moore. @. Köthe (Gießen). 


Kakutani, Shizuo: Conerete representation of abstraet (L)-spaces and the mean 
ergodie theorem. Ann. of Math., II.s. 42, 523—537 (1941). 

L’espace L(2) des fonctions absolument integrables sur un ensemble 2 par 
rapport & une mesure completement additive (oü on identifie deux fonctions &gales 


presque partout), avec la norme |/| = [|/ |du, est un espace de Banach, oü est 
[9 


definie une relation d’ordre <y telle que: a) z<y entraine +2 =<=y-+z et 
Az<Ay pour A>0; b) deux el&ments quelconques ont une borne superieure; c) l’en- 
semble des z> 0 est ferm&; d) pour 0 et y>0,|re+y|=| z| +|y|. Inverse- 
ment, l’Au. montre que si un espace de Banach Z est muni d’une relation d’ordre satis- 
faisant ä& a), b), c), d) (‚„espace (Z) abstrait‘‘), on peut trouver une norme equivalente 
|x|* et une correspondance biunivoque entre E (ainsi renorm£) et un L(2), conservant 
les normes et la relation d’ordre. Pour &tablir ce th., l’Au. se ramene d’abord au cas 
ou il ya une „unite“ 1 dans E, telle que inf(l, 2) > 0 pour tout #> 0; reprenant 
alors avec quelques modifications un raisonnement de Freudenthal (ce Zbl. 14, 313), 
il obtient comme ce dernier la representation de tout x€ E sous la forme d’une inte- 
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grale [ Ade(A), oü les e sont des elements de Z formant une algebre bool&ienne. Pour 


ale de A & la representation „concrete‘“ des elements de E par des fonctions, il 
utilise enfin la representation des el&ments d’une algebre booleienne comme ensembles 
ouverts et ferm&s d’un espace (bi)eompact totalement discontinu, due a Stone (ce 
Zbl. 17, 135). A l’aide de cette representation d’un espace (L) abstrait par un espace 
L(2), l’Au. d&montre un th&oreme ergodique dans l’espace (L) abstrait en le ramenant 
au thöorme correspondant dans L(2); ce th6oreme (ainsi qu’un enonce un peu plus 
gensral) a &t& demontr& ind&pendamment par F. Riesz (ce Zbl. 26, 132) qui V’etablit 
directement, sans utiliser de representation „‚concrete“ de l’espace (L). J. Dieudonne. 


Dieudonne, Jean: Sur le thöor&me de Lebesgue-Nikodym. Ann. of Math., II. s. 42, 
547555 (1941). 

Il s’agit du th&oreme suivant lequel toute operation lin&aire positive Z(x) definie 
sur l’ensemble E des fonctions continues x(t) (O<t=1) peut se mettre sous la 


1 
forme (*) L(x) —=[yit) z(t)dt + S(z), oü y(t) est une fonction mesurable positive, et S(z) 
ö 


est une op. lin. positive singuliere, c’est-A-dire telle que, S(z2)=0 pour toute fonction z(?) 

s’annulant sur un certain ensemble H fixe de mesure nulle, contenu dans [0,1]. F. Riesz 

a montr& l’extr&me gengralit& de la decomposition qui apparait dans la formule (*) 

(voir ce Zbl. 22, 318). Notamment, si # est un ensemble quelconque formant un lattis 

lin&aire, et si U(x) est une op. lin. positive sur E, alors toute autre op. lin. positive L(z) 

sur E peut se mettre sous la forme L(x) = V(x) + S(x), oü V joue le röle de la partie 
1 


„absolument continue“ N y(t) z(t)dt du second membre de (*), et S celui de la partie 
0) 


„singuliere‘‘, de la maniere suivante: V appartient & la ‚‚plus petite famille complete“ 
d’op. lin. positives contenant U, et S est une op. lin. positive „disjointe‘“ de U (c’est- 
a-dire telle que inf{U, S} = 0). — Independamment de Riesz, N. Bourbaki a con- 
sidere le cas, oü les elements de E sont des fonctions, mais sans aucune hypoth&se de 
mesurabilite, et a obtenu des resultats ayant beaucoup de points communs avec ceux 
de Riesz. Tandis que chez Riesz les structures d’ordre n’interviennent que par 
les notions des bornes superieure et inferieure, les methodes de Bourbaki reposent 
sur l’usage des limites dans le sens de Moore-Smith. Apres avoir introduit, par les 
pseudo-normes N,(X)=|X|(z) (<>0), une topologie d’espace localement con- 
vexe sur l’ensemble des op. lin. „relativement bornees‘“ X (differences de deux op. 
lin. positives), il donne une definition topologique de la „plus petite famille complöte“ 
contenant une op. lin. positive U. Cette definition donne un moyen de pr£ciser la forme 
de la partie „absolument continue“ V(x) de la decomposition de Riesz. Notamment, 
on peut completer E par des nouveaux elements (qui ne sont plus des fonctions), et 
definir leur produit avec les elements de E, de fagon qu’on aura V (2) = U(ya), ou y 
est un element de l’ensemble complöt& E (U e&tant convenablement prolonge & cet 
ensemble); on arrive ainsi & une generalisation parfaite de (*). — La theorie de Bour- 
baki suppose essentiellement que les &l&ments de E sont des fonctions. L’au., qui 
a pris connaissance de ces resultats avant leur publication, montre qu’ils restent 
valables aussi dans le cas oüı E n’est plus un champs fonctionnel, mais un lattis quel- 
conque, dans lequel aussi la multiplication des &l&ments est definie, pourvu qu’on 
ait: 1) supfzy, 2} =x-supfy, 2} pour z>0, 2) U(l2])>0 pour z=#+0, 
3) |U(ya)|< M,- U(|z|) pour tout yE E, M, &tant un nombre fini, dependant de y, 
are) supf| X(ya)|} pour toute op. lin. relativement bornee X telle que 


0EX=<T, et pour tout sE E, y parcourant l’ensemble des &l&ments pour lesquels 
|y|z<z pour tout 2>0. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung:: 


© Servien, Pius: Le choix au hasard. Mesure d’ögalites physiques et ealeul des pro- 
babilites. 1. Langage des seienees et th6orie du choix en seienees et en arts. 1. (Actualites 
seient. et industr. Nr. 884. Esthötique. Exposes publies par Pius Servien. 11.) Paris: 
Hermann & Cie. 1941. 62 8. 

L’A. si propone di chiarire in base a una sua generale „teoria della scelta“ i punti 
tuttora discussi sul significato della teoria delle probabilitä: secondo l’A. si tratta 
infatti non di definire i concetti di „‚probabilitä“ o di „caso‘“, ma quello di „scegliere- 
a-caso“. In tale intento egli svolge delle considerazioni per ricondurre la „scelta-a-caso“ 
(fra „casi ugualmente probabili“) alla „uguaglianza-fisica“ dei casi considerati (in senso 
analogo a quello del calcolo delle probabilitä classico secondo la tendenza oggettiva). 

Bruno de Finetti (Trieste). 


Cattaneo, Paolo: Tre problemi sulle eoneordanze. Atti Mem. Accad. Sci. Padova, 
N.s. 57, 139—148 (1942). 

Verf. setzt sich folgende Aufgabe: Die Karten eines gemischten Spieles von r 
Farben, die in jeder Farbe von 1 bis n numeriert seien, werden der Reihe nach ge- 
zogen, die gezogene Karte nicht wieder zurückgelegt. Mit m<nr werde bei der 
Ziehung von 1 bis m gezählt, sodann wieder von vorne begonnen usw. Gefragt wird 
nach der Wahrscheinlichkeit, daß genau c-mal gleichzeitig eine Zahl k gezählt und eine 
Karte der Nummer k gezogen wird. Verf. erledigt nur Fälle mit r=4, und zwar 
m=2,n beliebig, m=n=3; m=10,n=3, Holzer (Graz). 

MeMillan, Broekway: On two problems of sampling. Ann. of Math., II.s. 42, 
437—445 (1941). 

Wir betrachten eine große Anzahl N von Urnen, welche schwarze und weiße 
Kugeln enthalten; die Wahrscheinlichkeiten p;, daß man eine weiße Kugel aus der 
k-ten Urne zieht (k=1,2,3,...), sind unbekannt. Es wird aus jeder Urne eine 
Kugel gezogen. Verf. gibt asymptotische Formeln (für große Werte von N) für fol- 
gende zwei Wahrscheinlichkeiten an: 1. Wenn die Resultate aller Ziehungen bekannt 
sind, wird die Wahrscheinlichkeit gesucht, daß 
a) mtmr Im y 
ist, wo z gegeben ist. 2. Wenn nur die Gesamtanzahl m weißer Kugeln, welche aus 
den N Urnen gezogen wurden, bekannt ist, wird wieder die Wahrscheinlichkeit von (1) 
gesucht. 16% Hostinsky (Brünn). 


Nolfi, P.: Wahrscheinliehkeit unstetiger Vorgänge bei kontinuierlich wirkenden 
Ursachen. Comment. math. helv. 15, 36—44 (1942). 

Verf. fragt sich, ob es noch zufällig sein kann, daß unter 200 Personen einer Berufs- 
gruppe, die zwei Jahre unter Risiko stehen, bei Ablauf des zweiten Jahres 264 Er- 
krankungen vorgekommen sind, wenn man nach bisheriger Erfahrung 240 Erkran- 
kungen hatte erwarten müssen. Er sagt, es sei willkürlich, zu schließen, die Wahr- 
scheinlichkeit, bei p = 0,6 unter n = 400 Personen in einem Jahr n, = 264 Erkran- 
kungen anzutreffen, betrage nach der Bernoulli-Verteilung 0,008. Ebensogut könne 
man den Monat als Zeiteinheit wählen und erhielte mit p = 0,05, n — 4800 und 
n, = 264 die Wahrscheinlichkeit 0,061. Von dieser Unbestimmtheit in der Wahl der 
Zeiteinheit will sich Verf. durch ein verwickeltes Urnenschema freimachen. Sein End- 
ergebnis läuft aber darauf hinaus, daß er eine unendlich kleine Zeiteinheit zugrunde 
legt. Er findet so die Wahrscheinlichkeit 0,067, also einen Wert, der nur wenig größer 
ist als bei Benutzung des Monats. Auch diese Wahl der Zeiteinheit ist in gewissem 
Sinne willkürlich. Verf. hat seine Aufgabe zwar scharf gesehen, aber nicht zweck- 
mäßig angepackt. Die Frage, nach welcher Zeit gerade 264 Erkrankungen gezählt 
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werden, beantwortet die Pascal-Verteilung, dazu bedarf es keines neuen Urnen- 
schemas! v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 


Ghizzetti, Aldo: Sui momenti di una funzione limitata. Atti Accad. Scı. Torino 77, 


198—208 (1942). 
Um zu Abschätzungen der Momente einer beschränkten Funktion zu gelangen, 


i 
leitet Verf. zunächst für die Momente u, = / a" op(z)dx einer inO=x=1 erklärten, 
() 


L-integrierbaren und der Beschränkung O<gp(x) <=1 unterworfenen Funktion @ (x) 
die Ungleichungen her: 


(1) I<m=l; Zusmehm—g 46 


I 3 a u 2 ls 2 as lee ) 
put, Sh= z 0 1 75 iz 2 Mo) Ko) - 
Sie werden durch Abschätzungen in geeigneten Teilintervallen gefunden; auch die 
Fälle der Gleichheitszeichen lassen sich genau angeben. Sind insonderheit alle Werte 
einer stochastischen Veränderlichen x im Intervall (a, b) gelegen und ist die zugehörige 
Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) durch O=f(x)<_L beschränkt, so gelten für die 
Momente m,, m, von X mit h=b — a die Ungleichungen: 
1 1 in 5 
(2) Il2-; a+ 535 em=b—- 57: 
EN 2, 1 EI | N 37) 
AN joa Me Mu ne 
Für die mittlere Streuung u findet sich die Ungleichung «=> (2 y32)”, wobei das 
Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die Werte von X lediglich auf das Intervall 


(mı — - m; +37) beschränkt bleiben und dort f(x) =L ist. Aus der Tscheby- 


scheffschen Ungleichung läßt sich lediglich die schwächere Abschätzung 4 > (3 y3Z) En 
gewinnen. Harald Geppert (Berlin). 

Fröchet, Maurice: Comparaison des diverses mesures de la dispersion. Rev. Inst. 
internat. Statist. 8, 1—12 (1940). 

Une comparaison est faite entre diverses mesures de dispersion d’une variable 
aleatoire X: l’ecart moyen Ox, l’&cart quadratique moyen or et l’&cart probable Ey. 
L’A. a etabli les inegalites 

Or Er Er 
(= „sl 0=z7=2, 0<=7=<}. a) 
On definit la densite moyenne de probabilite sur le segment z,, x, comme &tant 
le rapport Prob{z, < X = z,}/(x, — z,) avec x, <x,. On designe par Ay la borne 
superieure (finie ou infinie) de cette densit€ moyenne quand on fait varier arbitraire- 
ment 27,2%, avec &, < 2,. Alors. Ay est compare avec 6x, Oy, Er: 

3 = 1 
02,5, <2y3, IS, n,=*- (2) 
De plus, il est prouv& que les inegalites (1), (2) ne peuvent ötre am&liorees, c’est-A-dire 
qu’on ne peut en resserrer aucune en remplacant l’un des nombres limites par un 
nombre egalement ind&pendant de X. — Une comparaison est aussi faite de 0x, ox, Er 
avec une mesure fonctionnelle de dispersion introduite par Paul Levy. Ky Fan. 

Oniceseu, Oectav, et &h. Mihoe: Un eas d’exception dans la thöorie des chaines de 
Markoff. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 401—408 (1942). 

La somme de variables al&atoires enchainees au sens de Markoff suit la loi 
asymptotique de Gauß-Laplace. Il ya un cas d’exception ou la loi asymptotique 
pour la somme d’une serie de variables enchainses differe de celle de Gauß-La place; 
ce cas exceptionel est traite par la methode de la fonction caracteristique. 

B. Hostinsky (Brünn). 


= = 
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Täcklind, Sven: Sur le risque de ruine dans des jeux ineouitables. Skand. Aktuarie 
Tidskr. 1942, 1—42. 

Dem Spieler A stehe das Kapital x zur Verfügung, während das Kapital des Gegen- 
spielers B unbeschränkt angenommen wird. Es bezeichne F (y) die Wahrscheinlichkeit 
daß die Gewinnsumme von A bei einem Spiel nicht größer sei als Yy. P(x) bezeichne 
die Wahrscheinlichkeit, daß A einmal ruiniert werden wird, wenn die Spiele beliebig 
oft wiederholt werden. Diese Ruinfunktion ist diejenige Lösung der Integralgleichung 


oo 


Pa) = Fa) + [PWary—a), 
0 
die eindeutig nach der Methode der schrittweisen Näherung erhalten wird. Falls die 
Gewinnerwartung pro Spiel für A, die durch das Integral [zdF («) gegeben ist, nicht 


positiv ausfällt, gilt (x) = 1. Man kann sich also bei de Lösung der vorstehenden 
Integralgleichung auf den Fall positiver Gewinnerwartung beschränken. Wenn 


[e-*var(y) =] ausfällt, gilt die schon von C. O. Segerdahl behandelte Majori- 
sierung @(2)<e-**. Wesentlich allgemeiner: Ist p(x) eine sog. Gewichtsfunktion, 
d.h. gilt 1. p(x) > O für <> 0, 2. p(x2)>oo für >, 3. p’(x) ist monoton abnehmend, 


oo 


so folgt aus T p(z)F(—x)dx < oo die asymptotische Relation @(x) = oda: Ein 


6 
wichtiger Spezialfall ergibt sich für p(x) = =*(1>%k>0). — Die Anwendung der 
Fouriertransformation für die Auflösung der Integralgleichung nach dem Vorbild von 
N. Wiener und E. Hopf (vgl. dies. Zbl. 3, 307) führt Verf. auf verschiedene Resul- 
tate. ZB.: Ists=o-+:o und 
eis 
1 7(s) 
im Streifen O<o<< R’ bis auf den einfachen Pol s= R< R’ regulär und auf den 
Geraden o = o, (R<0,< R’) beschränkt, so gilt (€ > 0): 

pl2) = Ce-2% 7 Ole Ei ar. 

Die Konstante C ergibt sich explizit aus der Entwicklung. — Für die Wahrschein- 
lichkeit F(y,t), daß der Gewinn von A während der Spieldauer t> 0 nicht größer 
als y ausfällt, gewinnt Verf. durch Anwendung der Poissonschen Formel die Darstellung 


f(s) = fe-"2dF(a) und ist 


oo 


Fy)=e I Tarty— sl. 


u=0 


Hierbei ist oo 1 (x S 0) 
4% (x) — ne en — yJdz(y) (u=1,2,3,...), n*@a)= F 2 = 0). 


z(Y) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daß der Gewinn von A bei einem Spiel nicht 
größer ist als y, s, den Mittelwert ji ydrr(y) und A — s, (A>0) eine von B an A pro 


Zeiteinheit auszurichtende Zahlung [in der versicherungstechnischen Interpretation des 
Spielvorgangs handelt es sich um eine von den Versicherten (B) an die Versicherungs- 
gesellschaft (A) zu leistende Prämie]. Wird die Zeitachse äquidistant unterteilt durch 
die Punkte Int} (n=1,2,3,...), und wird der während eines Zeitintervalles statt- 
gefundene Spielprozeß zu einem einzigen Spiel zusammengefaßt, so ergibt sich die 
dieser Spielfolge zugeordnete Ruinfunktion als Lösung der Integralgleichung 


p(&, i) = F(—z, t) + [p(y Yd,F(y— =, }). 
(") 


8* 
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Verf. beweist nun, daß 9(%,0) = limp(®, t) existiert. — Wählt man eine beliebige, 


durch die Punktfolge ft} (t, <tg <t3, < ---, 1m ©) gegebene Unterteilung der Zeit- 
achse, so gilt die beachtenswerte Relation 9(2, {in}) = p(z, 0), wo p(z, {t„}) die der 
Unterteilung in gleicher Weise zugewiesene Ruinfunktion bezeichnet. — Eine Bemer- 
kung über den Fall, wo der Einsatz des einen Spielers eine Funktion des Kapitals 
des andern ist, beschließt die Arbeit. H. Hadwiger (Bern). 


Statistik : 

® Croxton, Frederiek E., and Dudley J. Cowden: Applied general statisties. New 
York: Prentice-Hall 1940. XVIII, 944, 13 pag. $ 4.—. 

®& Dahlberg, Gunnar: Statistical methods for medical and biologieal students. 
London: George Allen & Unwin Ltd. a. New York: Interscience Publ. 1940. 232 pag. 
$ 2.75. 

@ Saxer, Walter: Über die Beziehungen der Mathematik zur Statistik. (Kultur- u. 
Staatswiss. Schriften. Hrsg. v. G. Guggenbühl u. Charly Clere. Unter Mitwirkung v. 
A. Rohn. H. 25.) Zürich: Polygraph. Verl. A.-G. 1942. 23 S. RM. 1.50. 

In dem als Rektoratsrede gehaltenen gemeinverständlichen Vortrag skizziert Verf. 
die Bedeutung der klassischen und der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie für die 
Statistik und umreißt an Hand einiger Beispiele aus der Physik, Biologie, Bevölke- 
rungsstatistik, Volkswirtschaft usw. die wichtige Stellung und die grundlegenden Auf- 
gaben der wahrscheinlichkeitstheoretisch unterbauten Statistik in den modernen Natur- 
wissenschaften und in der Wirtschaft. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Gebelein, Hans: Bemerkung über ein von W. Höffding vorgeschlagenes, maßstabs- 
invariantes Korrelationsmaß. Z. angew. Math. Mech. 22, 171—173 (1942). 

Verf. klärt in der vorliegenden Note die Zusammenhänge, die zwischen der von 
ihm entwickelten Theorie der Korrelation (dies. Zbl. 26, 334) und der Korrelations- 
theorie von Höffding (dies. Zbl. 24, 56; 25, 210) bestehen. Führt man in dem Integral 
des Verf. +0 +0 

K=|/[ [Iag(y)w(, Nizdyı 


T z 
die Variablentransformation X (x) = 2/w,(z)dx —U.s lg) 2/w,(y)dy — 1 durch, 


so wid 0) = N 4 für SIE Reh Te ve Ne 

Orthogonalpolynome des transformierten Variationsproblems sind dann die Legendre- 
+1 +1 

schen Polynome, das Integral hat die Form X = | i Xgo(Y)w(X, YAaaXaY|.— 


-1 -1 
Setzt man als Prüffunktionen y,(X) =y3P,(X), %(Y) = Jarıy) darin ein, so 
gelangt man für diese Funktionen zum Integralwert og der von Höffding eingeführten 
Größe. Die Vorzüge und Nachteile dieser Größe vom Standpunkt der Theorie des 
Verf. werden aufgezeigt. Anschließend wird auch noch die Größe ®2 studiert. 
F. Knoll (Wien). 

Marcantoni, Alessandro: Pesi e correlazioni per misure indirette e condizionate. Ist. 
Lombardo, Rend., III. s. 75, 37—46 (1942). 

Ist ein System von n > g linearen Gleichungen 
(A) 1 +6b23+--+9,2,+k,=0 We een 
durch das Wertesystem 2,,...,2, möglichst gut, das System 


0 N 
412 Am=0, ., QA+2%9,,=0 
vl 


aber exakt zu erfüllen, so kann man die Lösung dieser Aufgabe in zwei Schritten 
durchführen, indem man =; +2? setzt und 2° so bestimmt, daß (A) möglichst 


17 


gut erfüllt wird. Die Größen Z, genügen dann einem System 


et 5 (A 
4, 1, == D se, &% +2 Q, & —— 0, 
== y=1 


und mit den Korrelaten Ä, zusammen dem System 
(B) [aa], + --- + [agl&, = AıKı +: - + QıK,» 
[Igaldı + ---+ gl, =AKı + + QuRg: 
K, allein befriedigen, wie durch Elimination der £; zu erkennen ist, das Gleichungs- 
system 
23jR, .. mMojR, 1-0... WAR et YOIK, + = 9. 
Zwischen den Fehlern der 2? und der 2,(62° und öz,) kann man das Bestehen des 
Systems 62, — R,162+ -- + R,,622 (y=1,2,...,g) annehmen, dessen Koeffi- 
zienten sich unter der Annahme, daß die X, selbst klein sind, aus dem System 
R; = 6; — (A;H,;ı + :-- + Q;H,,), 6i; Kroneckersches Symbol, 
bestimmen; die H,, sind durch das Gleichungssystem 


YAAJHı + - +ANH,.=4,.., MAHı+-- +[OQYH,=% 


festgelegt und A/,...,Q, entstehen bei Auflösung von (B) in der Form 
: r ’ %,=4A,K, + ---+Q,K.- 
Mit Hilfe des Mittelwertes M (62062?) = &,,m} (j=1,...,g), 
mn +9 —- = WV), Yd=adl+bd+-.- +92, vel,...,n 


erhält man für den Mittelwert von Ö2,ö2, e 
M (62,62) = m T,; = m RipR;,%e, 
Pl 
und daraus nach längerer Rechnung T,,= &,; — (&H,, + -- + @%H,,. Für das 


Gewicht von 2, ergibt sich P; =p für den Korrelationskoeffizienten zwischen z; 
ii 
ee. T,; 
und z, erhält man schließlich r;,; = —— 

“) e) YT,T, T,, 
reziproken Matrix der Matrix der Koeffizienten der Z£; in (B). In den abschließenden 
Ausführungen werden die Ergebnisse mittels Matrixkalküls verifiziert und noch einige 
einfache Ungleichungen für die T,, hergeleitet. F. Knoll (Wien). 


. — Die Größen &,,; sind die Elemente der 


Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Andrae, Albert: Neue Rentnersterblichkeitstafeln, gestützt auf deutsche und aus- 
ländische Beobachtungen. Bl. Versich.-Math. 5, 375—426 (1942). 

Sibirani, Filippo: Sopra le funzioni di sopravvivenza. Rend. Mat., Univ. Roma, 
V.s. 3, 79—89 (1942). 

Elementarer Beweis der charakteristischen Eigenschaften der Gompertz- und 
Makehamschen Sterblichkeitsgesetze. Bruno de Finetti (Trieste). 

Wyss, Hans: Beobachtungen über die Sterblichkeit bei den Einzel-Kapitalversiche- 
rungen der Schweizerischen Lebensversicherungs- und Rentenanstalt. Mitt. Vereinig. 
schweiz. Versich.-Math. 42, 309—345 (1942). 

Bei den Volksversicherungen herrschen ähnliche Sterblichkeitsverhältnisse wie in 
der Gesamtbevölkerung. Sie unterscheiden sich deutlich von den Sterblichkeitsver- 
hältnissen in den Beständen der Groß-Lebensversicherungen, die mit ärztlicher Unter- 
suchung abgeschlossen werden. Die Nachwirkung der Auslese zeigt sich nur in den 
ersten drei Versicherungsjahren; bei abgestuften Tafeln sind also nicht mehr als drei 
Selektionsjahre zu berücksichtigen. Die Sterblichkeitsabnahme ist am stärksten in 
den mittleren Altersstufen und bei der Tuberkulosesterblichkeit. F. Burkhardt. 
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Schelling, H. von: Zur Frage der Übersterblichkeit der Männer im berufsfähigen 
Alter. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 8, 24—35 (1942). 

Als Meßziffer der Übersterblichkeit der Männer (bzw. Frauen) benutzt Verf. die 
Differenz D(x) = ez(x) — eg(x) der Lebenserwartungen der Männer bzw. Frauen im 
Alter x und berechnet sie für verschiedene Länder und Zeitpunkte, größtenteils für 
x —20, 30 und 60. Daneben betrachtet er die Größe S(z2) = es(2) + (x) und 
untersucht die Korrelation zwischen D(x) und S(z). Für die nichtmathematischen 
Ergebnisse sei auf die Arbeit verwiesen. Höffding (Berlin). 

Rusting, F. H.: Harmonische Berechnungs- und Umwandlungsformeln. Ver- 
zekerings-Arch. 23, 257—304 (1942) [Holländisch]. 

Verf. hat sich die Aufgabe gestellt, die Lebensversicherungsmathematik so zu 
begründen, daß Widersprüche (wie Diskrepanzen zwischen veröffentlichten Abfindungs- 
und Umwandlungswerten einerseits, Tarifgrundlagen andererseits) nicht vorkommen 
können. Dazu reicht nicht aus, daß die veröffentlichten Werte zu denselben Grund- 
lagen wie die Tarife gerechnet sind; mit notwendig werdenden Änderungen der Tarif- 
grundlagen muß ja gerechnet werden. — Versicherungsverträge, in denen Abfindungs- 
und Umwandlungswerte (durch Tabellen) aufgeführt sind, sind „Policen mit Wahl- 
recht“. In ihre Mathematik gehen Wahrscheinlichkeitswerte des künftigen Zinsver- 
laufes ein. Verf. gibt eine auf dem Grundbegriff „Police“ aufgebaute Axiomatik. Vier 
Axiome, die den Forderungen des Publikums entsprechen, bestimmen eine Umwand- 
lungsfunktion und daraus abgeleitet (für den Fall der Umwandlung in die uneigentliche 
Police ohne Leistung) eine Wertefunktion der Policen: Formel (9) für Policen ohne 
Wahlrecht auf 0 Leben (Sparverträge), Formel (14) für Policen ohne Wahlrecht auf 
1 Leben, Formel (30) für Policen mit Wahlrecht auf 0 Leben. Spezialisierung mit 
Hilfe von zwei weiteren Axiomen, durch die die gegenseitige Unabhängigkeit von Zins 
und Sterblichkeit bzw. die Permanenz der Tarife gefordert wird, führt für die Policen 
ohne Wahlrecht zu den Formeln der ‚klassischen‘ Versicherungsmathematik. Den 
interessanten Entwicklungen folgt eine kritische Besprechung der Axiome, die noch 
abänderungsbedürftig sind, z. B. zur Berücksichtigung der Kosten (Abschlußkosten). 
Eine Brutto-Axiomatik soll unabhängig von der dargestellten Netto-Axiomatik ähnlich 
aufgebaut werden. — Formel (9) auf S. 269 hat fälschlich die Nr. (8) erhalten; ebenso 
muß die mit (12) bezeichnete Formel auf 8. 273 die Nr. (9) haben; ferner ist $. 274, 
Z. 2 statt auf Formel (12) auf Formel (9) und 8. 285, Z. 14 und Z. 25 statt auf Formel (8) 
auf Formel (9) zu verweisen. Hasso Härlen (Berlin). 

Göhring, Wilhelm: Über eine versicherungsmathematische Beziehung und ihre 
praktische Verwertbarkeit. Bl. Versich.-Math. 5, 353—367 (1942). 

Sei für alle Zahlungsdauern m, die in einem Versicherungsbestand vorkommen, 
m= m,, dann kann jede Versicherung durch Beginnvorverlegung formal in eine Ver- 
sicherung mit Zahlungsdauer m, umgewandelt werden (dabei können sich negative 
Eintrittsalter ergeben). Die umgewandelte Versicherung ist zusammengesetzt aus einem 
beitragspflichtigen Teil mit wegen der längeren Dauer bei gleichem Beitrag erhöhter 
Versicherungssumme, und aus einer negativen beitragsfreien Ergänzungsversicherung 
über die Differenzsumme. Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit eines allgemeinen 
Versicherungsbestandes wird so auf eine zweidimensionale zurückgeführt; unter ge- 
wissen, meistens erfüllten Voraussetzungen über die Art der Versicherungen kommt 
man sogar zu eindimensionalen Mannigfaltigkeiten. Verf. zeigt, wie mit Hilfe der von 
ihm angegebenen Umwandlung eine vereinfachte Berechnung der Gesamtdeckungs- 
rücklage möglich ist, und vergleicht dieses Verfahren mit dem bei Verwendung der sog. 
Hilfszahlen; letzteres habe durch die Lochkarte an Bedeutung verloren, weil die Loch- 
karte schnelles Umsortieren des Bestandes gestattet. Hasso Härlen (Berlin). 

Albers, Gunther, und Jörgen Wissing: Ein Beitrag zur Versicherung anomaler Risiken 
in der Lebensversicherung. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 8, 57—71 (1942). 

Versicherungsmathematische Probleme, welche bei: der Versicherung anomaler 
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Risiken auftreten, werden dargestellt und vereinfachte Verfahren für die technische 
Durchführung angegeben. Zuerst wird die Methode der Verhältniszahl z — Barnim 
beschrieben, bei der der Arzt die Anomalie mit ausreichender Genauigkeit ausdrücken 
kann. Darauf werden die Schwierigkeiten der Methode der Alterserhöhung dargestellt. 
Die Übertragung der Verhältniszahl in eine Alterserhöhung wird für die Gesetze von 
Gompertz und Gompertz-Makeham durchgeführt und die Ergebnisse werden auf 
Grund der Allgemeinen Deutschen Sterbetafel 1924/26 numerisch aufgezeigt. Zu- 
schlagsprämien für eine gemischte Versicherung werden berechnet bei einer Übersterb- 
lichkeit von 100% der normalen Sterblichkeit, ausgedrückt durch Verdopplung der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten und der Sterbeintensitäten. Geringe Abweichungen 
zeigen, daß es nicht wichtig ist, welches der beiden Sterblichkeitsmaße man den Be- 
rechnungen zugrunde legt. — Zu Verfahren, bei denen eine besondere Ausscheide- 
ordnung nicht erforderlich ist, gelangen die Verff. durch die Annahme, daß einer 
Vervielfachung der Sterbenswahrscheinlichkeiten auch annähernd ein gleiches Verviel- 
tachen der Risikoprämien entspricht. Für die gemischte Versicherung wird dann noch 
das riskierte Kapital durch einen Näherungswert ersetzt. Zum Schluß werden noch 
einige Fälle behandelt, in denen die Ausgleichung des erhöhten Risikos dadurch er- 
reicht wird, daß die Leistungspflicht des Versicherers in der vom Antragsteller ge- 
wünschten Form nicht bestehen bleibt. Janko (Prag). 

Ammeter, H.: Das Zufallsrisiko bei kleinen Versieherungsbeständen. Mitt. Vereinig. 
schweiz. Versich.-Math. 42, 155—182 (1942). 

Durchrechnung einiger numerischer Beispiele von Sicherheitszuschlägen zur 
Deckung eines Sicherheitsgrades von 999° /,., wobei die Summenverlustfunktion mittels 
einer Brunschen Reihe dargestellt wird. Sazer (Zürich). 


Zwinggi, Ernst: Bemerkungen zur Reserveberechnung nach der t-Methode. Mitt. 
Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 42, 151—154 (1942). 

Die Ermittlung des Deckungskapitals nach der t-Methode gestaltet sich besonders 
einfach, sobald das mittlere Tarifalter beim Abschluß des Bestandes eines Beginn- 
jahres mit fortschreitender abgelaufener Dauer fest bleibt. Jecklin hat mit Hilfe 
numerischer Berechnungen weitgehende Konstanz des mittleren Abschlußalters gezeigt; 
diese Erkenntnis dürfte aber aus der tatsächlichen Entwicklung gegebener, ausreichend 
bemessener Bestände erhärtet werden. Es werden hier die ersten Ergebnisse einer 
derartigen praktischen, am Material der Basler Lebensversicherungsgesellschaft durch- 
geführten Prüfung mitgeteilt. — Die Summenverteilung weist keine wesentliche De- 
formation auf, das mittlere Abschlußalter ist als Folge des stärkeren Anteils der 
niedrigen Alter leicht gesunken. Der Ermittlung des Deckungskapitals im betrachteten 
Zeitraume dürfte, ohne die Grenzen der erforderlichen Genauigkeit zu überschreiten, 
ein festes Abschlußalter zugrunde gelegt werden. Janko (Prag). 

© Sibirani, Filippo: Lezioni di matematiea generale e finanziaria. Vol. 1, 2. ediz. 
Padova: Casa ed. dott. A. Milani 1940. IV, 728 pag. 

© Dasen, Edouard: Tables eomplömentaires des fonetions finaneieres ©" et an] 
pour des taux d’inter&t se sueeedant ä intervalle de 0,05%. Lausanne: F. Rouge & ie. 
1941. 29 pag. sfr 7.50. 

Für die Zinsfüße = 1,05% bis ö = 5,95% in Abständen von 0,05%, und die 
Laufzeiten von n=1,2,...,50 Jahren werden die Potenzen vo” des Diskontierungs- 


N 
faktors v—= (1 +)! und die Rentenbarwerte az = »>v” in sehr übersichtlichen 


v=1 
Tabellen angegeben. Die Werte von v* sind auf 9, die von az auf 7 Dezimalen hinter 
dem Komma genau berechnet, gestatten also genaue Rechnungen bis zu Kapital- 
beträgen von einer Milliarde. Am Schluß findet sich für die gleichen i-Werte eine 


Tafel der Größelte=1+ ı( yl+i- 1), die den Übergang zu halbjähriger Zins- 
zahlung vermittelt. Die Tafeln wurden durch Doppelrechnung nach verschiedenen 
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Verfahren kontrolliert und bilden eine willkommene Bereicherung des vorhandenen 
Tafelmaterials. Harald Geppert (Berlin). 


Usai, Giuseppe: Rendite eerte di tipo speciale. Esercitazioni Mat. 14, 5—22 (1942). 
Verf. betrachtet Renten von der Form 


N N . . 
S'yprymtn  goganze Zahl; D’(A+nm)'v”+"r; N endlich oder unendlich; 
pe 2 nn 

n=1 n=1 
und zwar vorschüssige, nachschüssige, aufgeschobene, endliche und unendliche Renten; 
er gibt Entwicklungen, z. B. von der Gestalt: 
N 


r 
>! > d’ 
nam Hl = ru Fr a;; 


n=1 s=1l 

er ermittelt die Koeffizienten a,, und zeigt die Zusammenhänge mit gewissen von 
Wronski als Aleph-Funktionen bezeichneten homogenen Funktionen. F. Knoll. 

Polidori, €.: II problema dei capitali aceumulati. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 3, 
203—215 (1942). 

Begriffliche Deutung der verschiedenen Lösungsverfahren im Problem der Kapital- 
ansammlung (insbesondere: Cantelli, Bonferroni);-Vorschlag für eine allgemeinere 
Auffassung. Bruno de Finetti (Trieste). 


Fischer, Ernst: Das Zinsfußproblem der Lebensversicherungsreehnung als Inter- 
polationsaufgabe. Mitt. Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 42, 205—307 (1942). 

Nach eingehender Behandlung gewisser, größtenteils bekannter, grundlegender 
Formeln wird zunächst eine systematische und kritische Darstellung der Lösungsver- 
fahren des Zinsfußproblems gegeben. Es werden vier Gruppen von solchen Lösungs- 
verfahren festgestellt: 1. Verfahren unter Zuhilfenahme von Zeitrentenbarwerten 
(Borch, Christen, Steffensen); 2. Verfahren, die sich auf das Bestehen eines formel- 
mäßigen Ausscheidegesetzes gründen (Christen, Blaschke-Gram); 3. Verfahren, 
welche die Kenntnis des gleichen Versicherungswertes zu mehreren, verschiedenen 
Zinssätzen verlangen (Fontaine, Hantsch); 4. Verfahren, welche neben dem Renten- 
barwert zu einem anderen Zinsfuß noch die entsprechenden Kommutationswerte ver- 
wenden (Steffensen, Birger Meidell, van Dorsten, Poukka, Hantsch, Palm- 
qvist, Christen, Berger). Bei der Behandlung der Lösungsverfahren der vierten 
Gruppe ergeben sich eine Reihe von bemerkenswerten gemeinsamen Gesichtspunkten, 
deren Vertiefung den Inhalt des zweiten, wichtigeren Teiles der Arbeit ausmacht. Nach 
einleitenden Bemerkungen über Interpolation und besonders über oskulierende Inter- 
polation wird auf eine Interpolationsformel von Frucht hingewiesen, bei der als Inter- 
on verwendet wird; es läßt sich zeigen, daß die Formel 
von Palmgvist sich bei Anwendung dieser Funktion ergibt, daß oskulatorische 
Interpolation mit dieser Funktion auf die erste Formel von Poukka führt und daß 
die nomographischen Methoden von Frankx eng mit dieser Interpolationsfunktion 
zusammenhängen; übrigens sind die Zusammenhänge mit der Interpolationsformel von 
Thiele klar. Unter rein oskulierender Interpolation einer Funktion f(x) durch eine 
Funktion @ (x) an der Stelle &—=0 wird die Bestimmung der Funktiono (2, Co, €1 €a5 +--, C,) 
aus den Bedingungen 

PO =0, FO)=1M),..., 900) = 10) 
verstanden. Im besonderen wird die oskulierende Interpolation mittels der Funktion 
= Bız TONER ir 2 
o(2)=Pß, exp(; a 2) durchgeführt; ihre Anwendung führt auf eine Formel von 
Hantsch und eine Formel von Christen. Das erste Poukkasche Verfahren läuft 


darauf hinaus, f(x) in der Form f(x) # f(0) + /’(0) ya Sm) durch eine rein 
Y (0, May ee. 7) 


polationsfunktion y = 
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oskulatorische Interpolation zu approximieren, wo die Parameter durch die Bedin- 


(0) 


aunaen 7» (0) = Fa va v0, 77,,...,7,),0=2,3,..., 7; festgelegt werden; 

bei dem zweiten Poukkaschen Verfahren erfolgt die Approximation in der Form 
(0) - 

Kr) u — E %(%, 7y, .-., 7%, +1), wo die Parameter K, 7%,, 73, ...,7%,..ı so zu bestimmen 


sind, daß rein oskulatorische Interpolation vorliegt. Bedeutet Y = y(y) eine fest 
vorgegebene Funktion und ist y= f(x) eine zu interpolierende Funktion, so kann 
man die bisherigen Interpolationsmethoden auf die zusammengesetzte Funktion 
Y=v[/(xz)] anwenden und von einem interpolierten Wert von Y vermöge Y = 

auf den Wert von y schließen. In dieser Methode lassen sich als Sonderfälle die For- 
meln von Birger Meidell und Palmgvist einordnen. Bei der Methode der Quo- 
tienten nach Frucht und Vellat wird verlangt, daß die zweiten Differenzen der 


Quotienten zweier interpolierter Werte Aue) null seien [Anfangswerte 9_, = f(—1), 


x) 
9% = MO), 941 = /(l)]. Für die Differenzengleichung ae —= 0 erhält man die 
allgemeine Lösungp (2)=y,-yi1'(2+Y3) ®(x) oder auch 9*(2)=yL yi o*(2)/I(yF—x), 
wo Yo» Yı» Ya} 90, Yı, ya aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind und w(z) 
und *(x) willkürliche Funktionen der Periode 1 bedeuten. Die Ausdrücke, die aus 
der Berücksichtigung der Anfangsbedingungen folgen, und weitere zusätzliche Bemer- 
kungen wären in der Arbeit selbst einzusehen. Formt man die obigen Ausdrücke auf 
die Spanne A um und geht mit h gegen Null, so ergibt sich, daß nunmehr an Stelle 
der Methode der Quotienten Interpolation mittels der Funktion y,exp(yı2 + Y32?) 
getreten ist. Über eine neue Quotientenmethode, die sich an diese Funktion anschließt, 
und eine weitere Methode von Frucht und Vellat folgen einige knappe Ausführungen; 
mit einer Übersicht über die Wirkungen der verschiedenen Methoden an Zahlenbei- 
spielen und mit einem ausführlichen Schrifttumsnachweis schließt die Arbeit. 
F. Knoll (Wien). 

Sehneider, Erich: Eine dynamische Theorie des Angebotsdyopols. Arch. wath. 
Wirtsch.- u. 'Sozialforschg 8, 72—92 (1942). 

Verf. gibt eine dynamische Lösung des Preisbildungsproblems auf einem Markt, 
auf dem zwei Anbieter von konkurrierenden Waren auftreten. Die gesamte Preis- 
entwicklung wird durch zwei simultane Differenzengleichungen bestimmt, aus denen 
sich die Gleichungen für die Attraktionslinien ergeben. Diese trennen im Preisfeld 
die Preiskombinationen, die zur Erhöhung des Preises Anlaß geben, von denen, die 
zur Serkung führen. Mit Hilfe der Attraktionslinien analysiert der Verf. den zeitlichen 
Ablauf des Preisbildungsprozesses. F. Burkhardt (Leipzig). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Aneochea, G.: Le thöoreme de von Staudt en geomötrie projeetive quaternionienne. 
J. reine angew. Math. 184, 193—198 (1942). 

In der projektiven Geometrie über einem kommutativen Körper der Charakte- 
ristik ungleich 2 wird bekanntlich eine eineindeutige Abbildung der Punkte einer 
Geraden auf sich, bei der harmonische Quadrupel in harmonische Quadrupel über- 
gehen (Projektivität im Sinne von von Staudt) und bei der die Punkte 0, 1, oo fest- 
bleiben, durch einen Automorphismus des Körpers dargestellt, und trivialerweise liefert 
umgekehrt jeder Automorphismus eine solche Abbildung. Setzt man für den Körper 
die Kommutativität nicht voraus, so führt eine Projektivität der beschriebenen Art 
auf eine eineindeutige Abbildung f des Körpers auf sich, die statt den Rechenregeln 
des Automorphismus nur den Regeln 


fe+y)=t@) + My), Fay) + ty) = Fol) + Wi 
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genügt. Eine solche Abbildung nennt der Verf. einen Semi-Automorphismus. Die 
Frage, ob umgekehrt jeder Semi-Automorphismus eine Projektivität im von Staudt- 
schen Sinne definiert, bleibt im allgemeinen Fall offen. — Verf. betrachtet nun die 
projektiven Geometrien über allgemeinen Quaternionenkörpern, also Quaternionen- 
systemen Q über kommutativen Körpern P mit den Einheiten 1, 7, k, l, den 
Rechenregen ?=&, ®=n, jk=-ki=|, E und n in P, und der Normenform 
a Ein + Enz, die in P die Null nur in trivialer Weise darstellt. Er be- 
weist, daß in den Quaternionenkörpern jeder Semi-Automorphismus ein Auto- 
morphismus oder ein Anti-Automorphismus ist. Auch ein Anti-Automorphismus 
führt harmonische Quadrupel in harmonische Quadrupel über. In den Geome- 
trien über den allgemeinen Quaternionenkörpern ergeben also die von Staudtschen 
Projektivitäten, die die Punkte 0, 1, 00 festlassen, Automorphismen oder Anti-Auto- 
morphismen, und umgekehrt. —- Den durch Verbinden und Schneiden erzeugten Pro- 
jektivitäten (Projektivitäten im Sinne von Poncelet), die die Bezugspunkte fest- 
lassen, entsprechen die inneren Automorphismen des Körpers [K. Reidemeister, 
Grundlagen der Geometrie, Kap. 7, Berlin 1930: G. Ancochea, Rev. mat. hisp.- 
amer. (4) 1 (1941)]. Ist daher Q ein Quaternionensystem über einem Körper P, der 
keinen Automorphismus außer dem identischen besitzt, also etwa über dem Körper 
der reellen Zahlen, so erhält man die von Staudtschen Projektivitäten, wenn man zu 
den Ponceletschen Projektivitäten noch den Übergang von einem Quaternion zum 
konjugierten hinzunimmt. Bachmann (Marburg a.d.L.). 

Wade, T. L.: A note on subgeometries of projeetive geometry as the theories of 
tensors. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 475—478 (1941). 

Next to Klein’s viewpoint of a geometry as the invariant theory of a trans- 
formation group (Erlanger Programm) in the last decade geometry has also been looked 
upon as the theory of a geometrical object [comp. J. A. Schouten and J. Haantjes, 
Proc. London Math. Soc. 42, 356—376 (1937); this Zbl. 16, 135]. In this paper the 
author treats the sub-geometries of projective geometry as theories of tensors. The 
affine geometry appears to be the theory of a covariant vector L,, the euclidean 
geometry the theory of a vector L, together with a tensor EY (E)L,—0). This leads 
to the following theorem. Every euclidean invariant for a set of ground forms is 
expressible as a tensor of order zero with the use of the coefficients of the ground 
forms, the quantities Z,, BY and the skew symmetrical affinors e&---i ande; ..; 
A similar theorem is given for the Galilei-Newton geometry. J. Haantjes. 

dJenks, Frederick P.: A set of postulates for Bolyai-Lobatehevsky geometry. 
Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 26, 277—279 (1940). 

Menger (s. dies. Zbl. 20, 158) hat gezeigt, daß sich das logische Gebäude der 
hyperbolischen Geometrie aus den Grundoperationen des Verbindens und des Schnei- 
dens aufbauen läßt; demselben Gedanken folgend gibt Verf. hier ein neues, einfacheres 
Axiomensystem für den Fall der Ebene an; er geht von den Begriffen Punkt, Linie 
und Inzidenz aus, die aus den erwähnten Operationen abgeleitet werden können. In 
der Formulierung der Axiome und abgeleiteten Begriffe (Anordnung, Parallelismus, ...) 
werden nur diese Grundbegriffe herangezogen: für drei verschiedene Punkte A, B, C 
heißt B zwischen A und C, wenn von zwei beliebigen Linien, die durch A bzw. C 
hindurchgehen und einander schneiden, mindestens eine von jeder Linie durch B 
getroffen wird; zwei nicht einander schneidende Linien a und 5 heißen „parallel“, 
wenn es einen Punkt P gibt und eine Linie durch P, die weder a noch 5 schneidet. 
Die Konstruktion ist ohne Beweis angedeutet. Chr. Pauc (Berlin). 

Baier, Othmar: Elementarer Beweis der Dreieeksungleichung in der Poincaröschen 
Halbebene. Math. Z. 48, 527—529 (1942). 

Es sei H eine Halbebene mit der Begrenzungsgeraden g; die hyperbolische Entfer- 
nung s=s(XY) zweier Punkte X und Y von H wird, wie bekannt, durch die Gleichung 
tghs = XY/X,Y bestimmt, wobei X, den Spiegelpunkt von X bezüglich g bezeichnet. 


n' 
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Verf. gibt einen elementaren Beweis der Dreiecksungleichung s(40) +s(CB)>s(AB); 
diese ist an Mel o a 0)>4AB/A,B () gleichwertig, wobei 
0(4B:;0)= 10, + Bo, (1 + 1 50) ist. — Verf. geht von folgender Bemerkung 
aus: Für zwei feste Punkte A und B von H erreicht die Funktion o(AB; X) ihren Mini- 
malwert auf dem A und B enthaltenden Orthogonalkreis @(AB) von g; also genügte es 
zu zeigen, daß U gilt, wenn (’ auf @(AB) liegt; zu diesem Zweck werden elementar- 
trigonometrische Betrachtungen herangezogen. Ohr. Pauc (Berlin). 


Elementargeometrie: 


Buieliu, Gh.: Ein elementargeometrischer Ort. Gaz. mat. 48, 53—56 (1942) [Ru- 
wmänisch]. 

Auf den Seiten AB, AC eines Dreiecks ABC werden gleiche Strecken BO), CB,=s 
abgetragen. Der Schnittpunkt der geraden Linien C’C,, BB, beschreibt bei veränder- 
lichem s eine gerade Linie. Die Bestimmung dieses geometrischen Ortes ist in Gaz. 
mat. 47, 474 (1941) als Aufgabe 5024 gelöst worden. Dieselbe Aufgabe findet sich 
auch schon in den Exercices de geometrie par F. J. (Freres Jesus). Aber weder hier 
noch in Gaz. mat. ist bei der Lösung berücksichtigt worden, daß die Strecke s ent- 
weder auf AB und AC in demselben Sinn oder. auf AB in dem einen und auf AC in 
dem entgegengesetzten Sinn abgetragen werden kann. Verf. vervollständigt in dieser 
Hinsicht die Lösung: Der Ort besteht aus den beiden Halbierungslinien des Winkels 4’ 
des Parallelogramms BACA'. Max Zacharias (Berlin). 

Bilo, J.: Kurzer Beitrag zur Lehre vom Isopol. Wis- en Natuurkdg Tijdschr. 11, 
92—100 (1942) [Flämisch]. 

Über den Isopol einer Geraden bezüglich eines Dreiecks. Projektive Verallgemeine- 
rung der Figur. O. Bottema (Delft). 

Tummers, J. H.: Th&oremes sur les coniques. Mathematica, Zutphen B 11, 53—56 
(1942). 

Sı P est un point quelconque dans le plan du triangle ABC, les droites qui en P 
sont perpendiculaires aux bissectrices interieures des angles BPC, COPA, APB cou- 
pent les cötes BC, CA, AB en trois points collin&airs. Soient un quadrilatere a, b, c, d 
et le triangle polair PQR forme par les diagonales; si le point M est un point de Monge 
du quadrilatere, il y a quatre coniques qui ont M pour un des foyers et passent aux 
points P, Q, R: les directrices correspondantes sont les cötes du quadrilatere a, b, c, d. 
Cas speciaux. O. Bottema (Delft). 

Hofmann, O., und Max Zacharias: Mittenvieleck und Mittenvielseit. Jber. Dtsch. 
Math.-Vereinig. 52, Abt. 2, 57—62 (1942). 

Die Seitenmitten eines Vielecks bestimmen ein „Mittenvieleck“; die mit den 
Außenwinkelhalbierenden eines Vielseits parallelen Geraden bestimmen ein „Mitten- 
wielseit“. Verff. untersuchen, welche Vielecke bzw. Vielseite als Mittenvielecke bzw. 
Mittenvielseite erzeugbar sind. Die erhaltenen Sätze und ihre Beweise zeigen eine 
eigentümliche Dualität. Die dualen Hauptergebnisse lauten: Jedes (2n — 1)-Eck kann 
als Mittenvieleck erzeugt werden; dagegen ein 2n-Eck dann und nur dann, wenn die 
Summe von n seiner nicht aufeinanderfolgenden Seitenvektoren verschwindet. Jedes 
(2n — 1)-Seit kann als Mittenvielseit erzeugt werden; dagegen ein 2n-Seit dann und 
nur dann, wenn die Summe von n seiner nicht aufeinanderfolgenden Außenwinkel 
mod verschwindet. — Ref. bemerkt, daß beim zweiten Problemkreis eigentlich Sätze 
über einen Strahlenbüschel ausgesprochen werden. Diese Bemerkung scheint den 
Ursprung der Dualität in klareres Licht zu stellen. G. Hajös (Budapest). 

Dolaptschiew, Bl.: Eine einfache geometriseh-mechanische Analogie. Z. angew. 
Math. Mech. 22, 164—167 (1942). 

Behandelt werden die Aufgaben: I. n ungleiche Massen sind auf einem Kreise 
so zu verteilen,.daß ihr Massenzentrum in den Kreismittelpunkt fällt. II. n verschiedene 
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Massen sind auf der Peripherie einer homogenen Scheibe so zu verteilen, daß die durch 
den Mittelpunkt gehende Drehachse keinen Druck erfährt. Rehbock (Braunschweig). 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 

Staey, B. van: Über eine Abbildung der Kreise der Ebene auf die Punkte des gewöhn- 
lichen Raumes. Wis- en Natuurkdg Tijdschr. 11, 80—91 (1942) [Flämisch]. 

Ein Kreis C der Ebene wird stereographisch in einen Kreis C’ einer Kugel X 
projiziert und dann der Pol der Ebene von C’ in bezug auf K als Bildpunkt von © 
definiert. O. Bottema (Delft). 

Maggio, Oreste: Sulle trasformazioni per raggi vettori reeiproei. Esercitazioni Mat. 
14, 44—49 (1942). 

Wählt man als Inversionszentrum einen v-fachen Punkt einer algebraischen Kurve 
n-ter Ordnung, so wird diese in eine Kurve invertiert, deren Ordnungszahl 2n — » 
nicht überschreiten kann und von diesem Werte um eine nichtnegative gerade Zahl 
abweicht. Mit Hilfe dieses Ergebnisses sucht Verf. die in sich selbst invertierbaren 
Kurven 2. bzw. 3. Ordnung auf und bestätigt die bekannten Resultate, gelangt näm- 
lich zu Kreisen bzw. symmetrischen zirkularen Kurven 3. Ordnung. @. Hayos. 

Campedelli, Luigi: Le eurve gobbe del De Jonquieres e del Cremona. Rend. Mat., 
Univ. Roma, V.s. 3, 171-191 (1942). 

Si l’on &tablit une correspondance algebrique entre les rayons d’une £toile de 
sommet S et ceux d’une &toile de sommet S’, le couple general de rayons homologues 
ne se coupe pas; mais oo! couples speciaux donnent un point commun, dont le lieu 
est une certaine courbe gauche (ou plane). Seydewitz, en 1847, a montre que, pour 
deux &toiles homographiques, cette courbe est une cubique gauche. Chasles, en 
1857, a repris cette etude de la cubique, et de Jonquieres, entre 1859 et 1885, a 
generalise le resultat ainsi: entre deux plans 7, z’, on &tablit une correspondance 
algebrique birationnelle speciale que de Jonquieres denomme isographie et les 
points homologues sont joints & deux points fixes S, S’: la courbe obtenue, si l’iso- 
graphie est d’ordre n, est une courbe d’ordre n + 2 tracee sur une quadrique, ren- 
contrant les generatrices d’un systeme en 2 points et l’autre systeme en n. La re£ci- 
proque n’avait pas et& etudiee, sauf en 1890, par Schröter pour n=2. lei l’aut. 
etudie la r&ciproque, et m&me traite le cas de la transformation birationnelle gen6rale: 
si n est l’ordre de cette transformation, on obtient une courbe gauche d’ordre n + 2, 
tracee sur deux surfaces monoidales sp£ciales et, r&ciproguement, l’intersection de deux 
telles surfaces (ou du moins un morceau de d&composition convenable) peut &tre 
engendree ainsi; la methode, fort simple, consiste & couper les deux £&toiles par un 
plan arbitraire et & €tudier les points doubles de la correspondance ainsi obtenue 
dans ce plan. B.Gambier (Paris). 

Walden, Earl: On the mapping of the sets of 24 points of the symmetrie substitution 
group Gs4 in ordinary space upon a hyperquadrie cone. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
665—669 (1941). 

Permutando tra loro in tutti i modi possibili le coordinate proiettive omogenee- 
22,232 d’un punto generico dello spazio ordinario si ottiene un gruppo di 24 punti 
che descrive un’involuzione / d’ordine 24. Tra le superficie algebriche „simmetriche“, 
cioe composte mediante tale involuzione, quelle di 4° ordine formano un sistema 
lineare 0° che si puö rappresentare con l’equazione: 

(1) Ayı + Bein + CE +Dyp + Em =0, 

oVve 91, 92, 93, 94 sono le funzioni simmetriche elementari delle z,;. Questo sistema fornisce 
la rappresentazione d’un cono quadrico di 2% specie, Q, dello spazio a quattro dimen- 
sioni; i punti di Q corrispondono biunivocamente ai gruppi dell’involuzione I. Sce- 
gliendo opportunamente entro il sistema lineare (1) einque #% linearmente indipendenti, 
l’equazione di Q assume la semplice forma seguente: 


Yyılyı +24 +6y) +2 - y—-yttyy + P2yy — lyyı 0; 
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la quale si presta ad approfondire i particolari della rappresentazione. La rappresen- 
tazione analoga ottenuta dai punti 2,2,2, d’un piano era stata fatta da A. Emch 
[Bull Amer. Math. Soc. 33, 745—750 (1927)]. E.G. Togliatti (Genova). 

Thrall, Robert M.: On projeetive equivalence of trilinear forms. Ann. of Math., 
II.s. 42, 469—485 (1941). 

Die Theoreme dieser Arbeit gestatten eine vollständige projektive Klassifikation 
aller Trilinearformen in einer quaternären und zwei ternären Veränderlichen. Die 
Methode ist eine Verallgemeinerung einer früher (dies. Zbl. 20, 61) im dreifach-ternären 
Falle angewandten; sie führt auch zu geometrisch interessanten Ergebnissen. Mit der 
Form RD QxB5%xYg2s Sind wieder drei Matrices (236), (Yx5), (25) verknüpft, 
z.B. 295 =D a,g5%.. Die Bedingung: Rang von (25) =2 oder =] definiert 
zwei Mannigfaltigkeiten VZ und V! im x-Raum. V,= V? ist eine Fläche 3. Ordnung 
(Determinantenfläche, definiert durch |235| =0); Vi kann nur aus Doppelpunkten 
dieser Fläche bestehen. Ebenso definiert man V} und V! in der y-Ebene, V? und V! 
in der z-Ebene. Als nicht degeneriert werden solche Fälle betrachtet, wo V,; und V? 
nulldimensional sind; V, und V! sind dann leer, und die Bedingung „F = 0 identisch 
in x definiert eine (1,1) Korrespondenz zwischen V7 und V?. Diese bestehen daher 
aus gleich vielen (und zwar höchstens 6) Punkten. Analog werden die Korrespon- 
denzen T, und T, (F=0 identisch in y bzw. z) definiert. 7, bildet die Fläche V, 
auf die y-Ebene ab. Den ebenen Schnitten von V, entsprechen dabei Kurven W, 
einer linearen Schar. Diese Schar hat (wenn ihre Basispunkte mit ihrer Multiplizität 
gezählt werden) 6 Basispunkte, nämlich die Punkte von V}. Im nodalen Fall haben 
alle Kurven W, einen gemeinsamen Doppelpunkt, im nichtnodalen Fall gibt es doppel- 
punktfreie Kurven W,. Die Vielfachheiten der Basispunkte sind gleich denen der 
entsprechenden Punkte von V? in der z-Ebene. Im nichtnodalen Fall besteht auch 
zwischen den Zweigentwicklungen in der y-Ebene und z-Ebene eine Korrespondenz. 
Im allgemeinen Fall, wenn die 6 Punkte von V, verschieden sind, nicht auf einem 
Kegelschnitt und keine 3 von ihnen auf einer Geraden liegen, ist V? bis auf eine 
projektive Transformation durch V, eindeutig bestimmt. Daraus wird gefolgert: Zwei 
Trilinearformen F im allgemeinen Fall sind projektiv äquivalent, wenn ihre Punkt- 
sextupel V, es sind. In den nicht allgemeinen, nicht nodalen Fällen müssen V; und V7 
eine Reihe von Bedingungen erfüllen, damit sie zu einer Trilinearform gehören; sind 
diese aber erfüllt, so ist F wieder bis auf projektive Transf. eindeutig bestimmt. — 
Korrolar: Jede kubische Fläche kann als Determinantenfläche V, einer Trilinear- 
form F aufgefaßt werden, ausgenommen die Fläche 3 +32, + 252, = 0, die nur 
eine Gerade enthält. — Im nodalen Fall hat V, eine Doppellinie V}; die Aquivalenz- 
klassen dieser Trilinearformen F sind leicht zu finden. In einem Anhang werden die 
degenerierten Fälle vollständig aufgezählt und klassifiziert. van der Waerden. 


Longo, Carmelo: Su aleune proprietä del rapporto plurisezionale. Rend. Mat., Univ. 
Roma, V.s. 3, 90-97 (1942). 

“ On considere dans l’espace affine 8, & 3 dimensions un polygone ferm& A,A,-:-: Ay 
et, sur chaque cöt& A;A;,ı un point M, determine (A,..ı signifiera A,); on a ainsi 
un polygone ferm& ponctue. L’au. reprend le produit 

I = (4,4, M)) (4,4;M,) SE (4, A, M,) > 
que Möbiusappelaitrapportplurisectionnel, (A;A;, , M,) signifiant 4, M;: M,;A;,ı- 
Si l’on remplace ce polygone par un autre A} --- 4,,, oü A; est choisi arbitrairement 
sur la droite SA,, oü 8 est un point quelconque fixe et M/ la perspective de M, sur 
4; A; ,,, II ne change pas (Poncelet). Ce th&oreme subsiste quand on remplace 5; 
par un espace , et le centre de projection $ par un espace 8, (k=n— 1). L’auteur 
&tudie ensuite le cas oü // est egal a +1 ou —1: ces deux cas se ramenent d’ailleurs 
Yun & l’autre en remplagant l’un des M, par son conjugu® relatif aux extr&mites du 
cöt& le portant; on y arrive de proche en proche en remplagant le polygone ponctue 
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A,)As::: AnAı par le polygone ponetue A,4z --- An-ıdı qui a un cöbe de moins, 
les points M,, My ...., M„_-s n’etant pas changes et M/_, etant defini par la ren- 
contre de A„_ı4, avec la droite M„_1ıM„; II’ est egal & (—II). On voit ainsi que, 
pour n— 4, la valeur +1 ou — 1 de // exprime qu’il existe un faisceau de quadriques 
tangentes aux cöt&s du quadrilatere, les M, etant les points de cöntact, et que pour 
n = 5, il existe une quadrique tangente aux cötes du pentagone en ces points M,- 
B. Gambier (Paris). 

Villa, Mario: Il gruppo delle trasformazioni pseudoproiettive. Atti Accad. Sci. 
Torino 77, 242—250 (1942). 

Werden die reellen und imaginären Punkte eines Raumes S, auf die reellen Punkte 
eines S,,, wie üblich, dargestellt, so liefern die reellen Kollineationen des Raumes 83, 
eine Art Transformationen des Raumes S,, deren Theorie hier skizziert wird. Sie 
werden Pseudoprojektivitäten genannt. Es erweist sich als nützlich, den Begriff 
einer Protokette einzuführen: es ist dasjenige Gebilde einer bikomplexen Geraden, 
das auf der entsprechenden reellen Ebene durch eine imaginäre Gerade dargestellt 
wird. Besondere Berücksichtigung der Fälle r=1 und r=2. Analytische Dar- 
stellungen. Schließlich wird die klassische Lorentz-Transformation des Raumes 8;: 


pale: v2 ‚ ’ 2 ® vr 

=(@-m):yı-%, y-y ?7’=2, /=(-Z2):)1-5. 
durch die Formeln X=y-+iz, Y=x-+ict auf eine Pseudoprojektivität in der 
komplexen Ebene abgebildet. E.@. Togliatti (Genova). 

Legrand, M.: Sur les homographies de Pespace n’ayant qu’une droite unie. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 10, 186—191 (1941). 

Verf. untersucht die Homographie » des 8, mit genau einer reellen Fixgeraden r 


und imaginären Fixpunkten und -ebenen; ® hat dann noch zwei windschiefe imaginäre 
Fixgeraden und kann auf die Form gebracht werden: 


21:29:23:04= (82, — Pr, + Qıly — Q32,):(Prı + &2, + Q,23 + a17,) 
: (23 — Ba,): (Pay + 825) 
mit reellen &,8 #0, a,%(@ +@8>0). Hier it t: 3 =%,=0. Die Unter- 
suchung der bei w festbleibenden Quadriken zeigt, daß w ein Büschel reeller Fix- 
quadriken besitzt, die sich längs r berühren. Bezeichnet ®, die biaxiale elliptische 
Homographie mit der Fixgeraden r und den Gleichungen 
1:9:93:2% = (02 + Po):(—Prı + &2):(a03 + Ba): (—PBaz + &2,) 
und , die parabolische Homographie mit der Achse r und den Gleichungen 
4:92:93: = [la + PP)z, + (1% + @P)z; + (aß — a,0)2,]: 
:[(a? + PP) — (aß — a,%)23, + (1X + a,ß)a,]: 
: (+ Paz: (a? + P9) xy, 
so ist © = @,@j!. Schließlich beweist Verf., daß es ein Büschel reeller linearer Ge- 
radenkomplexe gibt, die bei fest bleiben; ihnen allen ist r gemeinsam. 
Harald Geppert (Berlin). 

Jongmans, F.: Sur les mouvements d’un espace ä quatre dimensions. 2. Bull. Acad. 
Roy. Belg., V.s. 28, 35—42 (1942). 

Une Note prec&dente du möme: au. sur le m&me sujet a paru [Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s. 27, 650—665 (1941); ce Zbl. 26, 425]. L’au. resume ainsi les resultats: 
Les homographies d’un espace & 4 dimensions qui possedent un hyperplan uni o et 
determinent en lui une homographie permutable avec une homographie biaxiale har- 
monique (2, sont: 1° des homographies ayant un point uni en dehors de o et döter- 
minant dans o l’'homographie 2,; 2° des Homographies biaxiales harmoniques dont 
les axes sont, d’abord un plan coupant o suivant une droite, puis une droite de o 
conjuguee de la precedente par rapport & Q,; 3° des homographies ayant un plan 
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uni dans lequel elles determinent une homologie speciale dont l’axe appartient & o, 
et un axe ponctuel conjugue par rapport & 2, de l’intersertion de o avec le plan uni; 
4° des produits d’un nombre fini de ces homographies. — L’au. donne ensuite les 
equations des homographies göneratrices trouvees. B. Gambier (Paris). 


Algebraische Geometrie: 


Bompiani, E.: Sul diagramma di Newton relativo ad una singolaritä di una eurva 
algebrica piana. Math. Z. 48, 1-3 (1942). 

€ sei eine ebene algebraische Kurve der Ordnung n mit einem vielfachen Punkt 
der Multiplizität »(<n) in ©. Falls unter den Tangenten von O eine der Vielfachheit 
s=r existiert, wähle man O als Anfangspunkt eines kartesischen Achsenkreuzes x, y 
und die genannte Tangente zur x-Achse. Jedem Glied a,,2” x? mit a,, + 0 aus der 
Gleichung von C ordnet man nun in einem rechtwinkligen Achsenkreuz den Punkt p, q 
zu; dann bildet die Gesamtheit dieser Punkte das Newtonsche Diagramm bezüglich 
der von O mit der Tangente y=0 ausgehenden Zweige der Kurve CO. Als Trenn- 
geraden bezeichnet man diejenigen Geraden, die zwei oder mehr Punkte des Dia- 
gramms enthalten und alle übrigen Punkte desselben auf derjenigen Seite lassen, die 
nicht den Punkt O enthält. Eine Trenngerade bestimmt durch ihr Richtungsmaß 
das Verhältnis zwischen der Ordnung » und der Klasse v’ des Zweiges (oder der Zweige) 
von (©, zu denen sie gehört. — Verf. betrachtet auf einer solchen Trenngeraden inner- 
halb der Strecke, die zwischen den äußersten auf ihr enthaltenen Punkten des Dia- 
gramms liegt, diejenigen Punkte (Lücken) mit ganzzahligen Koordinaten, die nicht 
dem Diagramm angehören, und beweist, daß Zahl und Lage dieser Lücken auf der 
Trenngeraden projektive Charaktere des Zweiges und daher der Singularität in O sind. 
Darüber hinaus beweist Verf.: Notwendig und hinreichend dafür, daß auf einer Hälfte 
einer Trenngeraden, die durch ihren Höchstpunkt p,, 9, und durch den Richtungs- 
koeffizienten bestimmt ist, sich im Punkte p, + ku, 9 — kv, u=rv + v’ eine Lücke 
befindet, ist, daß die Polare der Ordnung p, + 90 + kv’ des singulären Punktes O 
die zu den von der Trenngeraden bestimmten Zweigen gehörige Tangente mit min- 
destens der Vielfachheit gu — kv +1 enthält. Mario Villa (Bologna). 

Montel, Paul: Sur la dispersion des points singuliers des courbes algebriques. Bull. 
Sci. math., II. s. 66, 27—31 (1942). 

L’A. fa alcune osservazioni, sopratutto di carattere didattico, sulla scomposi- 
zione dei punti multipli delle curve piane algebriche mediante trasformazioni cre- 
moniane, Mario Villa (Bologna). 

Lilley, S.: The charaeteristie exponents of a pair of power series. Proc. Cambridge 


Philos. Soc. 37, 105—108 (1941). 
Für die Darstellung eines ebenen Kurvenzweiges in der Form 


(1) =#, yarlf, +fıta + Bett), B#+09,:=0],... 
wurde die Analyse der auf ihm liegenden Singularitäten von Enriques-Chisini 
(Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche. II. Bologna 
1918) vollständig erledigt; sie kommt auf die Ermittlung der sog. charakteristischen 
Exponenten von (1) heraus, nämlich 0, o und derjenigen Exponenten 0 + Mn, für 
die w„ nicht durch den größten gemeinsamen Teiler von 0, 0, 1 °** Mn-ı teilbar ist. 
Verf. will die gleiche Aufgabe für die allgemeinere Zweigdarstellung 

2), et, + am tagte), yarltbirt tet.) LT a) 
erledigen. Dazu genügt die Angabe einer Parametertransformation, die in (2) schritt- 
weise @,,@,,... zum Verschwinden bringt, und Kenntnis der dadurch bedingten 
Koeffiziententransformation in (2). Nimmt man ohne Besonderunge <a, y=b, —1 
an, so lautet der erste Schritt je = re(l1 — a,tHı), 


und analog sind die nächsten Schritte zu bilden. Hat man so erreicht, daß in (2) 
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etwa a, = --- =qa, = geworden ist, so setzt man noch 
0 — 1° (Ag + ne + ...), 
wodurch die Koeffizienten by, dj, . . ., d) von y nicht berührt werden, und ist damit 


zur Angabe der ersten charakteristischen Exponenten in der Lage. Harald Geppert. 

Brusotti, Luigi: Sul numero dei eireuiti delle eurve algebriche reali di una quadriea 
reale. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 3, 113—120 (1942). 

Eine weitere Anwendung der vom Verf. schon viel angewendeten Methode der 
„kleinen Änderung“ (,piccola variazione‘“), um die Anzahl der reellen Züge einer auf 
einer reellen Quadrik Q liegenden reellen irreduziblen algebraischen Kurve zu unter- 
suchen. Man muß drei Fälle unterscheiden, je nachdem Q hyperbolisch gekrümmt 
oder elliptisch gekrümmt oder nullteilig ist. Im ersten Falle gibt es auf ©, für jede 
beliebige Wahl der beiden positiven ganzen Zahlen r, s, reelle irreduzible Kurven der 
Ordnung r + s, die die Erzeugenden von @ in r bzw. s Punkten treffen und die % reelle 
Züge aufweisen, wobei k<(r — 1)(s —1) +1, und k>0 oder k=]1 ist, je nach- 
dem r, s beide gerade sind oder nicht; %k ist sonst beliebig. Im zweiten Falle mußr =s 
sein; für jedes positive r und für jedes k, wenn nüur O<k=<(r — 1)°+1 ist, gibt es 
auf Q Kurven der Ordnung ?r, die k reelle Züge aufweisen. Im dritten Falle hat man 
auf Q lauter reelle nullteilige Kurven; die Zahlen r, s müssen gleichzeitig beide gerade 
oder beide ungerade sein. E.@. Togliatti (Genova). 

Purcell, Edwin J.: Cremona involutions determined by two line congruences. 
Bull. Amer. Math. Soc. 47, 596—601 (1941). 

Son date nello spazio due congruenze di rette di 1.° ordine J',, I’; la prima si 
componga delle rette ineidenti ad una conica yı e ad una retta d, aventi un punto 
comune; la seconda delle rette incidenti ad una curva razionaley, d’ordine n e ad 
una sua retta (n — 1)-secante d,. Costruite le rette r,, r, delle due congruenze uscenti 
da un punto generico P dello spazio, si consideri la seconda retta di /', che sta nel 
piano r,r, e se ne prenda l’intersezione P’ con 1,. Tra Pe P’ si ha cosi una tras- 
formazione Cremoniana involutoria d’ordine 2n + 3, che costituisce l’oggetto della 
prima parte di questo lavoro. L’A. ne assegna le equazioni, ne trova i punti uniti 
e gli elementi fondamentali, e ne considera anche alcuni casi particolari, ad es. quello 
in cui d, sta nel piano di y, e quello in cui Yı, d,, Ya, d, stanno su una stessa quadrica 
(essendo d,, d, tra loro sghembe). Nella seconda parte si studia in modo analogo la 
trasformazione Cremoniana involutoria che si ha sostituendo a /', la congruenza delle 
corde d’una cubica sghemba. La corrispondenza tra P ed il piano r,r, & giä stata 
considerata dallo stesso autore e da altri (questo Zbl. 24, 277). E.@G. Togliatti. 


Mar£chal, R.: Sur les transformations birationnelles du troisitme ordre de P’espace. 
1. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 10, 123—135 (1941). 

Mar£chal, R.: Sur les transformations birationnelles du troisieme ordre de P’espace. 
2. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 10, 192—199 (1941). 

T sei eine Cremonatransformation 3. Ordnung zwischen $, und 8, bei der den 
Ebenen aus 8, kubische Flächen F’ und den Geraden des S, ebene oder räumliche 
Kubiken C’ in $/, also umgekehrt den Ebenen des 8/ kubische Flächen F und den 
Geraden Kubiken C’in 8, entsprechen. Verf. untersucht Tim Falle, daß das homaloidale 
System |F| zerfallende Flächen enthält. Es sind 3 Fälle möglich: |F| enthält A) ein 
Netz, B) ein Büschel, C) eine einzige reduzible Fläche. — Al) Besteht das Netz zer- 
fallender F aus einer festen Quadrik Q und den Ebenen eines Bündels, so ist T eine 
symmetrische Jonquieres-Transformation; die Fundamentalkurve ist eine auf © le- 
gende 0% mit Doppelpunkt. — A2) Besteht das Netz zerfallender F aus einer festen 
Ebene und einem Netz von Quadriken, so besteht |F| a) entweder aus den durch 
eine räumliche und eine sie in 3 Punkten treffende ebene O? gehenden kubischen Flächen 
und |F’| hat zur Basiskurve eine räumliche 0% mit dreifachem Punkt, oder b) 7 ist 
eine Jonquieres-Transformation und die Basiskurve von |F’| besteht aus den Kanten 
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eines Trieders und einer sie treffenden ebenen 0. — A3) Der Fall, daß das Netz zer- 
fallender F aus einer festen Ebene und Ebenenpaaren aus einem Ebenenbüschel besteht, 
kann nicht vorkommen. — B1) Besteht das Büschel zerfallender F aus einer festen 
Quadrik Q und den veränderlichen Ebenen eines Büschels, so ist 7 symmetrisch und 
die Basiskurve von |F”| besteht aus einer C® des Geschlechtes 2 und einer Sehne dieser 
Kurve. — B2) Besteht das Büschel zerfallender F aus einer festen Ebene ® und 
den veränderlichen Quadriken eines Büschels mit der Basiskurve C*, so ist C® auch 
Basiskurve des Systems |? , das auf ® eine feste C? ausschneidet, die C*in 3 Punkten 
trifft; die Basiskurve von |F’| ist eine räumliche 05 samt einer Trisekanten derselben. — 
C) Enthält | F| eine einzige zerfallende Fläche, die aus einer Ebene w und einer QuadrikQ 
besteht, so hat |F| als Basiskurve eine rationale, auf Q liegende O* und eine C? in w, 
die die C? in ihren 4 Schnittpunkten mit & schneidet. Die gleichen Eigenschaften 
weist auch |F’| auf. Die Gleichungen dieser 7 werden aufgestellt. Fällt insbesondere 85 
mit 83 und 0? mit O®’ zusammen, so führt T auch das System aller durch O* gehenden F*, 
ebenso die Sehnenkongruenz der C* und das System der die C* in je vier Punkten 
treffenden CO? in sich über; das Produkt zweier solcher T gibt eine 7 der gleichen Art; 
die so entstehende kontinuierliche Gruppe soll später untersucht werden. 
Harald Geppert (Berlin). 

Villa, Mario: Sull’approssimazione delle trasformazioni puntuali fra due spazi 
mediante trasformazioni eremoniane. Rend. Mat., Univ. Roma, V. s. 3, 216-230 
(1942). 

Verf. hat in einer früheren Arbeit [Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 8, 718—724 
(1942)] gezeigt, daß eine ebene eineindeutige Transformation in der Umgebung eines 
regulären Paares entsprechender Punkte 0, O’ durch eine quadratische Transformation. 
bis auf die Umgebung 2. Ordnung der Punkte 0,0’ angenähert werden kann. Hier 
wird eine ähnliche Annäherung für die räumlichen Transformationen untersucht. Es 
seien wieder 0,0’ zwei entsprechende Punkte einer räumlichen Transformation 7; 
diese sei in den Punkten O, O’ regulär; es gibt dann im allgemeinen sieben Paare ent- 
sprechender, von 0,0’ ausgehender charakteristischer Geraden, so daß jede Kurve, 
die durch O hindurchgeht und in O eine jener sieben Geraden als Wendetangente 
besitzt, in eine Kurve verwandelt wird, die durch O’ hindurchgeht und in O’ die ent- 
sprechende Gerade als Wendetangente aufweist. Jedes Paar a,a’ entsprechender 
charakteristischer Geraden trägt eine charakteristische Projektivität, welche dem 
Punkte O und den beiden ihm auf a unendlich benachbarten Punkten den Punkt 0’ 
und die beiden ihm auf a’ unendlich benachbarten Punkte entsprechen läßt. Willman T 
an der Stelle (0,0’) durch eine Cremona-Transformation möglichst kleiner Ordnung 
annähern, so reichen im allgemeinen die Transformationen (2, 2), (2, 3), (2,4) nicht 
mehr hin; man muß die (3, 3)-Transformationen benutzen. Es gibt 00° solcher Trans- 
formationen T7,; eine jede von ihnen besitzt zwei Fundamentalkurven C®, 0’® des 
Geschlechts 3; die 7 Sehnen von C% (und C’®), die von O (und 0’) ausgehen, fallen mit 
den charakteristischen Geraden von T zusammen; zwei entsprechende solche Geraden 
werden durch 7, projektiv aufeinander bezogen; diese Projektivitäten fallen mit den 
charakteristischen Projektivitäten von 7 zusammen. Diese zwei Eigenschaften sind 
für die gesuchten Transformationen 7, kennzeichnend, d.h. notwendig und hin- 
reichend. Alles das wird durch einfache Rechnungen gewonnen, die durch eine Dar- 
stellung von T auf der Segreschen V?” des S,, besser erhellt wird. 

E.@. Togliatti (Genova). 
Pissard, Nelly: Sur une surface du sixieme ordre. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 


93—100 (1942). 
Pissard, Nelly: Sur une surface du sixitme ordre. 2. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 


193—197 (1942). 
L’Aut. studia la superficie razionale F, del sesto ordine ed appartenente allo 
spazio lineare S,, rappresentata sul piano @ dal sistema lineare completo delle quintiche 
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iperellittiche /',, con un punto triplo O e 10 punti base semplici 4}; RR Ayo; in 
posizione generica. Alle rette di ® per O corrispondono sulla # coniche di un fascio |Y3|- 
Il fascio delle quartiche /', di ® col punto doppio O ei punti base semplici Aı, Se Ayo 
ha due ulteriori punti base B,, B,. Questi formano una coppia neutra di IT, |, eui 
sulla F corrisponde un punto doppio improprio B. Al fascio NA corrisponde sulla F 
un fascio di quartiche piane y,, col punto doppio B. La F risulta Y’intersezione residua 
d’un cono quadrico, di vertice B, e di un’ipersuperficie del quarto ordine, col punto 
doppio B, passante per due piani della stessa schiera del cono quadrico. Viene appro- 
fondita la corrispondenza involutoria generata sulla F dalle coppie di punti sezioni 
delle curve dei fasci |ys| e |ya|- — Nella seconda nota si considera la superficie F’ 
proiezione della # da un punto generico dell’S, su un 8, generico. La F’ ha una curva 
doppia A, del settimo ordine, rappresentata su da una curva A’, d’ordine 13, col 
punto O di molteplieitä 7 e tripli i dieci punti A1,...,Äıo. Su essa il sistema non 
completo di T',, rappresentativo delle sezioni piane dell’F’, sega un’involuzione di 
coppie di punti con 12 punti uniti, cio® (formula di Zeuthen) di genere 5. Le coniche y3, 
proiezioni delle coniche del fascio |y,|, si appoggiano alla A in 6 punti. Queste y 
sono quindi fondamentali per il sistema lineare oo? delle superficie cubiche X passanti 
semplicemente per A. Le Y segano quindi la F’ in coppie di coniche del fascio |Y3|. 
Tra queste Y ve ne sono ool, di cui ciascuna tocca la F’ lungo una y3, formantı un 
sistema di indice 2. Quest’ultima proprietä permette all’Aut. di scrivere elegante- 
mente l’equazione della F’, cio® (1/3 — Pf)? — (Pals— Palz) (Pıla— Pahı) = I, dove 
91,93, 9, sono tre forme generiche del 1° grado e f}, fa, /s tre forme generiche del 
2° grado (in quattro variabıli). U. Morin (Padova). 

Godeaux, Lueien: Sur les surfaces normales de genres un appartenant & un espace 
lineaire ä neuf dimensions. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 10, 525—531 (1941). 

In einem S,, seien S, und / voneinander unabhängig; in jedem der letzten Räume 
wird eine Veronesesche Fläche gegeben und vom andern Raum aus als Scheitel pro- 
jiziert; dann ist der Schnitt der beiden Projektionskegel eine V}°; es gibt Hyper- 
quadriken des S,,, die V3° in jedem Treffpunkt berühren und somit auf dieser eine 
Berührungsmannigfaltigkeit Vi%- bestimmen. Der Schnitt der V}® mit einem $, ist 
eine reguläre Normalfläche Fl® mit p. = pP, = P; = P, = 1, die acht konische Doppel- 
punkte besitzt und zwei Kurvennetze des Geschlechts 2, von denen jedes durch 4 der 
Doppelpunkte geht, trägt. Die F16 erscheint als Bildfläche einer Involution 4. Ord- 
nung J,, die auf einer F? des 8, durch drei paarweise vertauschbare biaxiale harmo- 
nische Homographien, deren Achsen einer F? angehören, erzeugt wird. 

Harald Geppert (Berlin). 

Burniat, Pol: Sur des surfaces canoniques. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 192—196 
(1940). 

L’Aut. indica con d una retta dello spazio lineare S,, con « un piano generico 
di questo spazio e con a* un piano per d. L’immagine proiettiva del sistema lineare 
completo |/| di superficie dell’S,, d’ordine n e colla retta d di molteplieita n — 1, & 
una varietä V,, d’ordine 3n — 2,dello spazioS;,,„. La V,contiene una schiera di piania*, 
corrispondenti dei piani a*, e una superficie A, d’ordine 2n — 2, corrispondente della 
retta base d. Il sistema || sega sopra una superficie F, dell’S,, d’ordinem—n+ u+4, 
colla retta d di molteplieita n + u e con u coniche doppie c; in u piani distinti a* 
per d, il sistema canonico K; poich® il sistema di superficie aggiunte all’F, d’ordine 
m — 4, & ridueibile nei « piani af e nel sistema |/|. Ad una „ corrisponde dunque 
nella V, una superficie ®, proiettivamente canonica. Questa appartiene, indicando 
con Y; le coniche della V, corrispondenti delle coniche c;, al sistema lineare 

Ba 9= Rn +u+Yo* +44 — 22y,| 
ed i suoi generi sono ,=P,=3n +1, )=9n + 4 — 3. L’Aut. verifica che 
per a=4+n+n/2 oppure u<2-+n-+n/2, a seconda che n e i# hanno paritä 
uguale o contraria, le ®, sono effettive ed irriducibili. U. Morin (Padova). 
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Jung, Heinrich W. E.: Rationale und halbrationale Doppelebenen. J. reine angew. 
Math. 184, 199—237 (1942). 

Nach Castelnuovo und Enriques lassen sich die Doppelebenen €?=V(£, n), 
die rational oder halbrational, d.h. zu Regelflächen birational äquivalent sind, durch 
eine Cremonatransformation der £, n-ın die &, y-Ebene auf eine der folgenden Formen 
2°=V(z,y) bringen: 1) die Kurve 7 = 0 hat die Ordnung 2n und einen 2n-fachen 
Punkt; 2) die Ordnung 2n und einen (2 — 2)-fachen Punkt; 3) die Ordnung 4; 4) die 
Ordnung 6 und zwei benachbarte dreifache Punkte, und umgekehrt; in den drei letzten 
Fällen ist die Doppelebene rational. Verf. nimmt die gleiche Fragestellung mit den 
von ihm entwickelten arithmetischen Methoden auf und beweist, daß man mittels 
Cremonatransformationen V(z, y) bei rationalen oder halbrationalen Doppelebenen in 
solche Gestalt bringen kann, daß entweder 1. V nur von x abhängt, 2. oder V in y 
den Grad 2 hat, 3. oder V in x wie in y den Grad 4 besitzt und die Kurve V=0 
einen vierfachen Punkt mit getrennten Tangenten und allenfalls weitere Singularitäten 
aufweist, oder 4. V(x, y) =yW(z, y) in x bzw. y den Grad 6 bzw. 4 hat und W=0 
auf der x-Achse zwei voneinander verschiedene dreifache Punkte mit getrennten Tan- 
genten und allenfalls weitere Singularitäten besitzt. Die vier Klassen von Castel- 
nuovo-Enriques lassen sich in die entsprechenden Typen des Verf. eingliedern, so 
daß das Ergebnis der ersteren weiter reicht. Harald Geppert (Berlin). 

Fano, Gino: Sulle forme eubiche dello spazio a eingue dimensioni eontenenti rigate 
razionali del 4° ordine. Comment. math. helv. 15, 71—80 (1942). 

Wenn eine kubische Hyperfläche V}, ohne Doppelpunkte, des linearen Raumes S, 
eine rationale Regelfläche AR, vierter Ordnung, enthält, so ist sie rational. Wäre dies 
für die allgemeine V} des S, der Fall, so müßte diese (wie eine leichte Konstanten- 
rechnung erweist) oo! R% enthalten (s. Ref. dies. Zbl. 24, 173). Verf. beweist, daß in 
einer allgemeinen V} des S, keine Rt enthalten ist, da eine V}, die eine R* enthält, 
oo? dieser Regelflächen enthält. Das Problem, ob die allgemeine V} des S, rational 
ist oder nicht, bleibt also noch offen. — Eine Vj des S,"enthalte eine allgemeine 
Regelfläche R*. Durch die R* gehen oo? Mannigfaltigkeiten M} hindurch, deren oo! 
Ebenen durch eine Projektivität zwischen den oo! Geraden der R* und den Punkten 
einer Sehne der R* erzeugt werden. Eine dieser M} schneidet aus der V}, außer der R&, 
noch eine rationale Fläche @°, fünfter Ordnung und mit elliptischen Ebenenschnitt- 
kurven, aus. Umgekehrt enthält eine 9° 5 Büschel von Kegelschnitten, deren Ebenen 
fünf M? bilden, die in einer V} durch die 95 fünf R® ausschneiden. Eine R% und eine 9° 
in dieser Beziehung werden komplementär genannt. Sei r eine der oo? Sehnen der Rt, 
die der 7} durch die R* angehören. Ein quadratischer Kegel des S, mit dem Scheitel », 
der die R* projiziert, schneidet die V/ in einer M}, die eine zweite Regelfläche vierter 
Ordnung o* enthält. So erhält man (mit veränderlichem r) ein kontinuierliches o0°- 
System von 0%, das die R? als allgemeines Element enthält. Eine V; des S,, die eine Rt 
enthält, enthält also 002 solcher Regelflächen und &©® komplementäre @° (anstatt oo, 
wie die Konstantenrechnung gibt). Die Eigenschaften dieser beiden Systeme von R% 
und 95 werden vom Verf. gründlich studiert, sowohl auf der V} selbst, als auch auf 
zwei in folgender Weise transformierten Mannigfaltigkeiten. I. Die 00° quadratischen 
Hyperflächen durch eine R* der V} schneiden die V; in einem einfachen System 
von M$, das vom zweiten Grade ist. Die Vj wird so auf eine quadratische Hyperfläche 
des 8, abgebildet. II. Die oo% quadratischen Hyperflächen durch eine @° der V/ 
schneiden die Y} in einem homaloidischen System, durch welches die V; auf ein 87 
abgebildet wird. Es sei (/') das System der oo? Sehnen der %, die in der Vj enthalten 
sind. Diese erzeugen eine Mannigfaltigkeit M3', für welche die 9 vierfach ist. Den 
Punkten der 9% und den Geraden von (J') entsprechen o0* Geraden eines Systems 4, 
die eine M erzeugen, und die Punkte einer Fläche @°, die für die M} doppelt ist. Den 
Schnitten der V} mit den 8, und S, des 8, entsprechen im 8} Hyperflächen M; durch 
die 9° und Flächen 9”, residuale Schnitte zweier M}. U. Morin (Padova). 
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Arehbold, J. W.: Multiple interseetions on an algebraie Va. Proc. London Math. 
Soc., II. s. 47, 101—122 (1941). 

Continuando ricerche di J. A. Todd (questo Zbl. 17, 325), analoghe ad altre di 
B. Segre sulle V, algebriche (questo Zbl. 9, 371), I’A. risolve varie questioni inerenti 
alle V, algebriche, tracciate su una V,, che passano con una multiplicita assegnata 
per una curva o superficie algebriche date sulla V, stessa. Detta CO, la data curva, 
egli considera anzitutto su V, quattro sistemi lineari |A |, |B|, |C |, |D| di V; e suppone 
che in essi esistano delle V,, e siano Ay, By, Co, Do, che passano per C, con le mul- 
tiplieitä rispettive a, b, c, d; sostituendo Ay, By, Co, D, con delle V, spezzate in parti 
passanti tutte semplicemente per O',, e servendosi di formole di J. A. Todd, eglı 
determina, tra altro, il numero delle intersezioni residue di Ay, By, Co, D, fuori della 
curva O,, il gruppo dei punti cuspidali che la superficie intersezione di A, e B, possiede 
sopra C,, la serie canonica e la serie caratteristica sulla curva intersezione residua di 
Ay, Bo, Co. — Analogamente, data su V, una superficie # priva di punti doppi im- 
propri, e dette ancora Ay, By, Co, Do delle V, passanti per F con le multiplicitä a, b, e, d 
ed appartenenti ad altrettanti sistemi lineari |A|,|B|,|C|,\D|, I’A. determina, tra 
altro, il gruppo delle intersezioni residue di Ay, By, Co, D,, il sistema canonico e la 
serie canonica sulla superficie intersezione residua di A,, B,, la serie canonica sulla 
curva intersezione residua di Ay, By, C,, la curva luogo dei punti cuspidali che A, 
ha su F nonch® il gruppo dei punti di F ove coincidono tre degli S, ivi tangenti ad A,. 
In queste due ultime determinazioni compaiono alcuni coefficienti numerici indi- 
pendenti da V, e da F; ı loro valori vengono controllati con un calcolo elementare 
diretto nel caso in cui V, sia un S, ed F un piano. Le formole trovate devono essere 
alquanto modificate quando F possiede dei punti doppi impropri. E.@. Toglattı. 


Vektor- und Tensorrechnung: 


@ Forder, Henry 6.: The caleulus of extension, ineluding examples by R. W. Genese. 
Cambridge: Univ. press a. New York, Macmillan 1941. XV, 490 pag. $ 6.75. 
Hornich, Hans: Eine Ungleichung für Vektorlängen. Math. Z. 48, 268—274 (1942). 
Verf. beweist folgende Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung: Sind a,,...,Ans 
m 


N 
bi,..., Dm beliebige n + m-Vektoren mit m>1 und mit Va, =D)b, und ist c 
ein Einheitsvektor eines R;, so gilt ee 


la +cl-eD=&0 +e-|&)+r+m—2. 
i= = 


Der Beweis dieses Satzes erfordert ziemlich umständliche Überlegungen. 
Edmund Hlawka (Wien). 

Jung, F.: Die Feldableitung. Dtsch. Math. 6, 524-530 (1942). 

Um einen Punkt A legt man eine beliebige Polyederfläche // mit dem Raum- 
inhalt V. /; sei der in dem Schwerpunkte 8, der i-ten Polyederseitenfläche zz; normal 
zu 7; und nach außen gezogene Vektor. ® sei eine beliebige Feldgröße, und es bedeute 
®,=©($,). Dann ist in A 


1 Zn m won oe 

(1) lım v er Nah a 

wobei n eine beliebige Multiplikationsart bedeutet und e,, ö,, &, die Einheitsvektoren 
in den (orthogonalen) Koordinatenachsen sind. Diese Formel hängt von der Gestalt 
des Polyeders Y nicht ab. Die linke Seite von (1) wird vom Verf. mit / n Ö bezeichnet. 
Aus (1) folgt nach leichter Überlegung der verallgemeinerte Satz von Gauß 


fav-Yna8=[Ndin® 
v F 
für ein beliebiges Raumstück V mit der Oberfläche A. Hlavaty (Prag). 


133 


Brauer, Richard, and H. S. M. Coxeter: A generalization of theorems of Schön- 
hardt and Mehmke on polytopes. Trans. roy. Soc. Canada, III. s. 34, 29-34 (1940). 

Der Satz von E. Schönhardt (dies. Zbl. 17, 127) und einige Verallgemeinerungen 
von R. Mehmke (dies. Zbl. 21, 347) sind Spezialfälle des folgenden Satzes: Ist @ ee 
reell irreduzible endliche orthogonale Gruppe im A" und seien V,,..., Y; die mittels @ 
aus einem A-dimensionalen linearen Unterraum V erhaltenen Räume. Dann ist der 
arithmetische Mittelwert der orthogonalen Projektionen eines Vektors z auf Vase 


SEN: i : i : 
gleich en Weiter gilt: Ist @ absolut irreduzibel, so sei W der zu V komplementäre 


(n — h)-dimensionale Unterraum. Wird der Vektor p; in V, aus dem Vektor z durch 
Projektion parallel zu W, erhalten, so gilt 
1 h 

; Pi Ft 9),= or 
Beide Sätze werden mit Hilfe der Darstellungstheorie bewiesen. J. J. Burckhardt. 

Pastori, Maria: Integrale generale dell’equazione divT = 0 negli spazi euelidei. 
Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 3, 106-112 (1942). 

BD un aan > Us. nel.) 0 Tensor im 'n-di- 
mensionalen euklidischen Raume mit der Riccischen Tensordichte et". Der Tensor 


ik ;; ogklhe en 

(1) mi a EN BERN 
genügt den Gleichungen 

(2) 70, Ti, 0 


wie man sich sofort durch Ausschreiben von (1) und (2) überzeugen kann. Ein ähn- 
liches Ergebnis gilt für 
ee Dips Sohle aller Ten Dipaıe mn: 
Hlavaty (Prag). 

Wong, Yung-Chow: On the prineipal direetions of a tensor. J. London Math. Soc. 
15, 172—183 (1940). 

The author considers in R,„ (fundamental tensor a,;) a tensor b,; for which the 
equation Det (b,; — oa,,) =0 has m real and distinct roots and for which the ele- 
mentary divisors of the matrix |b,, — oa,,| are simple. Then to each root o, of 
order m, there corresponds a real m,-dimensional linear space R,, and these spaces 
are mutually orthogonal. A vector w* has a component in each of these spaces. The 
number of non-vanishing components is denoted by l. The author finds a criterion 
for l. It is the rank of the matrix 


| w, b,,wt b,,w* --- b,,w* E bei —u bar, Dan = bu: 
i n x- 


Furthermore it is proved that every principal linear space of a tensor c,, of the form 
CH $bxr +3 br +... + sa,, is composed of one or several, but not more than r, 
7 r- r 


principal linear spaces of b,,. As an application of tkis theorem the conditions are 
given for the coincidence of the direetions of the lines of curvature and the Ricci 
prineipal directions in a hypersurface V„_, in a Riemannian space of constant cur- 
vature. J. Haantjes (Amsterdam). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


@ Blaschke, Wilhelm: Nieht-Euklidische Geometrie und Mechanik I, II, II. (Ham- 
burg. math. Einzelschriften, H. 34.) Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1942. 82 8. 
RM. 4.—. 

Wohl die erste lehrbuchmäßige Einführung in die Differentialgeometrie des Nicht- 
Euklidischen (elliptischen) dreidimensionalen Raumes. Teil I stellt die verschiedenen 
Zugänge zu dem Gebiet dar, geht dabei aus von der Darstellung als Parameterraum 
der Gruppe der Euklidischen Drehungen um einen festen Punkt. Als Hilfsmittel 
werden durchweg Quaternionen angewandt. Es werden dann die Zusammenhänge 
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mit Cliffords Metrik und Studys dualer Kugel beleuchtet, auch später werden nach 
Möglichkeit sämtliche Betrachtungsweisen herangezogen. — Teil II gibt eine Ein- 
führung in die Mechanik des Ell. Raumes: Ell. Kinematik, Gleichgewicht eines starren 
Körpers, Punktdynamik, Kinematik des Kreisels, Bewegungsgleichungen für den 
starren Körper. Die Punktdynamik führt naturgemäß zu den Gleichungen für die 
Geometrie der Kurve. Es seien noch die Hauptformeln erörtert. Eine gerichtete 
Gerade im Ell. Raum läßt sich bekanntlich durch 2 Einheitsvektoren (v, vd’) im Eukl. 
Raum beschreiben, v liege auf der „linken“, v’ auf der „rechten sphärischen Bild- 
kugel“. Ein Vektor (Geschwindigkeit, Kraft) kann daher durch 2 Vektoren gleicher 
Länge (b, d‘) bzw. (f, F) wiedergegeben werden, die gleichgerichteten Einheitsvektoren 
geben die Trägergerade, die Länge die Größe des Vektors an. Die Arbeit der Kraft 
(£,F) bei der Verrückung (dw, dw’) des Aufpunktes werde durch dsa=täm= tom 
definiert. Es sind Skalarprodukte gemeint, sie sind gleich, weil die beiden fraglichen 
Geraden sich schneiden. Wirken auf einen starren Körper die Kräfte (£,, &),7=1, 2...n, 
und gibt man eine Verrückung des Körpers durch die zugehörigen Verdrehungen da, da’ 
der sph. Bildkugeln wieder, die sie eindeutig beschreiben, so gilt für die verrichtete Ar- 
beit aller Kräfte da = —da Dt; +da’- DE. Das Kräftesystem läßt sich also durch 
die Bildung (> £, 5) ersehen, die dann und nur dann eine Kraft darstellt, wenn 
beide Summen gleiche Länge haben. Gleichgewicht des frei beweglichen Körpers für 
Ib =NHh=0, weil nur dann da=0 für jede Verrückung. „Kräftepaare“ gibt es 
hier nicht, also ist die Gleichgewichtslehre einfacher als im Euklidischen! — An Stelle 
von Newtons Bewegungsgleichungen für den starren Punkt kommt md =f, mv’=f', 
wo m die Masse darstellt. Für die Wucht w = 4 mv? gilt die Energiegleichung dw — da, 
woraus im Falle eines konservativen Kraftfeldes (da = vollst. Differential) der Energie- 
erhaltungsatz folgt. — Aus den Bewegungsgleichungen des starren Körpers lassen 
sich durch Spezialisierung auf den Fall der Drehung um einen festen Punkt Eulers 
Kreiselgleichungen wiedergewinnen. — Teil III enthält die eigentliche N.E. Diffe- 
rentialgeometrie, die sich mit Hilfe von Cartans Kalkül der alternierenden Diffe- 
rentialformen besonders einfach gestaltet. Aus dem Inhalt: Ableitungsgleichungen, 
eingliedrige Geradenscharen, Streifen, Grundformeln für Flächen, das Theorema 
egregium von Gauß, der Integralsatz von Gauß-Bonnet, Bianchis abwickelbare 
Flächen, Minimalflächen, die Quadriken von Clifford, zweigliedrige Geradenscharen, 
Normalscharen, isotrope Scharen. Also auf gut 30 Seiten ein sehr reichhaltiges Pro- 
gramm, das alles Wichtige aus dem Gebiet berührt und für jede weitere Forschung 
eine brauchbare Basis gibt. Die Rechnungen sind nirgendwo verwickelt, sie gestalten 
sich infolge der Symmetrie sogar einfacher als bei den entsprechenden Fragen im 
Euklidischen. Wenn unsere Welt nicht elliptisch ist, so offenbar deshalb, weil sie 
dann zu einfach wäre! Bol (Greifswald). 

Fubini, Guido: On the asymptotie lines of a ruled surface. Bull. Amer. Math. Soc. 
47, 448—451 (1941). 

In dem Buch Geometria Proiettiva Differenziale (Bologna 1927) haben Verf. und 
A.Cech den Satz bewiesen: Gehört jede krummlinige Asymptotenlinie einer Regel- 
fläche einem linearen Komplex an, so sind die Asymptotenlinien zueinander projektiv. 
Verf. beweist jetzt die Umkehrung des Satzes: Werden die krummlinigen Asymptoten- 
linien (u = konst.) einer Regelfläche x(u, v) durch die Erzeugenden (v — konst.) pro- 
jektiv einander zugeordnet, so gehören sie einem linearen Komplex an. Zum Beweise 
berechnet Verf. die projektiven Differentialinvarianten einer krummlinigen Asym- 
ptotenlinie und zeigt, daß diese nur dann unabhängig von u sind, also beim Übergang 
von einer Asymptotenlinie zur anderen ungeändert bleiben, wenn die Kurve einem 
linearen Komplex angehört. Haack (Karlsruhe). 

Bell, P. O.: The A, -correspondent of the tangent to an arbitrary eurve of a non- 
ruled surface. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 509-511 (1941). 

In un precedente lavoro (questo Zbl. 22, 167) l’Autore aveva definito, per ogni 
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punto y di una superficie analitica non rigata $ e per una data famiglia di curve C,, 
la tangente R, corrispondente alla tangente in y alla curva di C,. Nella presente 
nota si dimostra la seguente costruzione di R,. Sia A un punto di CO, distinto da Y 
e siano U, V rispettivamente le intersezioni delle linee w, v per y cou le linee v ed u 
per A. Sia infine W l’intersezione del piano tangente ad Sin y con la retta UV. Se A 
tende ad ylungo C;, W tende pure ad ylungo una curva Op la cui tangente in y& R,. 
La dimostrazione si fa ricorrendo a coordinate asintotiche e rappresentando S con un 
sistema di equazioni sotto la forma di Wilczynski. Fa eccezione il caso in cui O, 
® una curva di Segre perch£ allora la posizione limite di W & distinta da y. 
se P. Buzano (Torino). 

Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 

Wong, Yung-Chow: Generalized heliees in an ordinary V„. Proc. Cambridge Philos. 
Soc. 87, 14—28 (1941). 

Es sei Ü eine Kurve in einem Riemannschen Raume V,, mit regulärer Metrik. 
Ein längs © definierter linearer Vektorraum R,, wird charakteristisch genannt, wenn 
er längs C autoparallel ist und mit den Hauptnormalen (inkl. Tangente) in jedem 
Punkte von € konstante Winkel bildet. Von den Kurven C mit charakteristischem R,, 
sind bis jetzt nur diejenigen mit charakteristischem R,, d.h. die sogenannten verall- 
gemeinerten Spiralen von Hayden [Proc. London math. Soc., II.s. 32, 337—345 
(1931); dies. Zbl. 2,155], und ferner die Kurven C mit charakteristischem R, im Falle 
eines euklidischen V,, (Syptäk, vgl. dies. Zbl. 9, 83) untersucht worden. In der vor- 
liegenden Arbeit werden alle Kurven C mit charakteristischem R, bestimmt, und 
zwar durch Angabe von Beziehungen zwischen ihren nichtverschwindenden Krüm- 


mungen %,,...,%,. Eine Kurve C besitzt einen charakteristischen R,, der zu den 
Hauptnormalen n,,,....n,. O<=Ppı <Pp<---<p.<h), nicht aber notwendiger- 


weise zu den übrigen, orthogonal ist, dann und nur dann, wenn 9, > 1,9% >Ppı +2, ...., 
P>Pe-ı +2, h>p. +2 gilt und zwischen den x,,...,*%, folgende Beziehungen 
bestehen: , = k,x (EP, Pı+tl 9, mtl... Ps tl; ylyıı=l, 
(y= Pı: Pa; - - - Pe), wobei x eine Funktion von s ist, die k,,1, == 0, Konstante be- 
deuten, von denen die k, gewisse Beziehungen algebraischer Natur erfüllen. Außer- 
dem werden drei Sätze über Kurven mit allgemeinen charakteristischen R,, bewiesen, 


aber dieser Fall bleibt noch für weitere Untersuchungen offen. O. Boruvka (Brünn). 

Wong, Yung-Chow: On a certain matrix occurring in the theory of helices. J. 
London Math. Soc. 15, 168—172 (1940). 

Ai punti di una curva CO di una V, si associa un vettore unitario j*(k—=1,2,...n) 
tale che nelle relative formule di Frenet (cfr. Schouten-Struik, Einführung in 
die neueren Methoden der Differentialgeometrie II, p. 10—15, Groningen 1938; 
questo Zbl. 19, 183) 

2 .: ar a Kr je 
Drelen "+K % )> us T: ze = ‚2=+l) 


%z—-1ı *t+la4ı 


sa K=K=K=:.=-K=0. Si mostra che il rango della matrice 
h h+1 n 

M= ID, D®j*, ..., Dmj|& hoh—1. Il rango & h— 1 allora & solo che nello 

spazio osculatore jl4 Dj ... DW-V j#ı] esiste un vettore v* ortogonale «a Dj* e auto- 


parallelo lungo CO. Un siffatto vettore v* o & il vettore nullo o forma un angolo 
costante con j*. Nel caso particolare in cui j* sia tangente a C e la V,„ sia un R,„,la 
C sta inun R,_, ma nonin un R,_s o & un’elica di ordine uno in un R,. Se il rango 
diM&n-ledeh=nsiritrova un risultato di Butchart (questo Zbl. 6, 128). 
Maxia (Roma). 

Gehöniau, J.: Les identites fondamentales de la physique math@matique etendues 
aux variables spinorielles. Bull. Acad. Roy. Belg., V. 8. 28, 118—129 (1942). 

In jedem Punkte eines V,„ betrachtet Verf. ein n-Bein, das der Gruppe der Rota- 
tionen unterworfen ist. Es werden nun Größen @ definiert, welche sich bei Änderung 
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des n-Beins mittels einer Darstellung dieser Gruppe transformieren und bei Koordi- 
natentransformationen wie Affinoren. Die Änderung der Größe Q bei infinitesimalen 
Transformationen «= a + X'(x)örT, und infinitesimalen Rotationen wird mit 6Q 
bezeichnet. Genügteine Funktion M von z’und Qder GleichungdöM + M (0, X°)ö7, = 0, 
so spricht man von einem „Multiplicäteur“. Es werden die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für das Eintreffen dieser Tatsache angegeben. J. Haantjes. 
Coburn, N.: A characterization of Schouten’s and Hayden’s deformation methods. 
J. London Math. Soc. 15, 123—136 (1940). 
Let E,(&?) be the local affine space, attached to each point P of a L„(&*) 
(2, Be _elh.,.n ORT — a n) so that the coordinate directions 
at P in E„ and L, coincide, and let en be the mixte projection tensor connecting L, 
with E,„, (& = & at P) . Moreover, let &(u“, uP) with u? = 0 define an X„ in Z, 


7 
(,b=1,...m;p=m+1,...n) with the projection tensor B = ie The point 


transformation (1) & = &° + Er? associates two points P(E) and P(E) in! Kur 
(€ is an infinitesimal and v” a vector). Under assumption, that by (1) the va- 


® 
riation of e% be given by (2) dc, ELF ze vl, [(*) indicates that the equation (2) 


holds only in the coordinate system of the indices] one gets easily for w* = weh 
(3) dw + Eezvu (dw B Izaw”) 

and for d& ” $ \ 

(4) det Ees(dEö,v” + LyavdE?). 


Under assumption, that d&* are deformed by E, parallelism (das=o), (3) reduces to 
® 
Schoutens formula öw* = € (v“ 0 ,w* — w“ 0,v*) for the absolute variation of a vec- 
v ® 
tor w*. Moreover one finds that if ödd&*= 0 the equation (5) ö6B}=0 is valid 


v 
(Schouten’s absolute variation). On the other hand, if one assumes (6) de&—+ € TR svlle, 
(IH 5 define the connection in L,) one gets easily Hayden’s formula 


(7) ÖBE = E(D,v + 28, Be). 

(Here D, is the symbol of the covariant derivative aud S„„* is the torsion tensor 
in ZL„). — Let the transport of a vector field from P(&) to ol + de) over P(E) 
be equivalent to the transport from P to Q over Q(* + d&). Then the connection 


of I, (i. e. of the deformed Z,) is given by 7 iu Tiut 6T7., where, in the 
Schouten’s absolute variation, 


(8) I a A ET An PAS IRG at uns 


(Here R is the Riemann-Christoffel affinor of Z,.) Some applications of (8) are 
introduced and discussed. Hlavaty (Prag). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie : 


© Paue, Christian: Les methodes direetes en g6ometrie differentielle. (Actualites 
seient. et industr. Nr. 886. Exposes d’analyse generale. Publiös par Maurice Fröchet. 
XI.) Paris: Hermann & Cie. 1941. 139 pag. 

Die klassische Differentialgeometrie ist im Grunde nur ein heuristisches Arbeits- 
mittel zur Darstellung gewisser Eigenschaften einer Klasse von Punktkonfigurationen. 
Sie beschäftigt sich jedoch durchaus nicht mit den Figuren selbst, sondern nur mit 
den geometrisch interpretierbaren Eigenschaften ihrer analytischen Darstellungen 
wozu noch der Übelstand hinzukommt, daß der geometrische Sinn der Differenzier- 
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barkeitsforderungen, denen die Parameterfunktionen zu genügen haben, im allgemeinen 
vollständig unklar bleibt. Um diesen ungeometrischen Charakter der Differential- 
geometrie zu beseitigen und den geometrischen Kern ihrer Resultate ins richtige Licht 
zu stellen, wurden in neuerer Zeit verschiedene, nur mit geometrischen Mitteln arbei- 
tende Untersuchungen angebahnt, wie die Bouligandsche „disckte. Differentialgeo- 
metrie”, die auf Juel zurückgehende Theorie der linearen Ordnung und die von Menger 
entworfene „koordinatenlose Differentialgeometrie“ der metrischen Räume. Das vor- 
liegende Heft ist im wesentlichen ein Bericht über jene Kapitel der koordinatenlosen 
Differentialgeometrie der Kurven, mit welchen sich Verf. in früheren Arbeiten be- 
schäftigt hat. Im ersten, kürzeren Teil, wird über die Resultate des zuerst von Fr&chet 
in Angriff genommenen Problems der Parameterdarstellung von Kurven, die überall 
eine Tangente besitzen und über die damit zusammenhängenden Fragen der Bouligand- 
schen direkten Differentialgeometrie berichtet, während der zweite, etwas größere Teil 
der metrischen Theorie der Bogenkrümmung gewidmet ist. Hauptziel dieser Theorie 
ist, die Krümmungseigenschaften der Kontinua ausschließlich durch die gegenseitigen 
Abstände der Kurvenpunkte, also nur durch die Beschaffenheit der inneren Metrik zu 
kennzeichnen und daraus weitere allgemeine Eigenschaften der Kurven herzuleiten. 
Verf. schildert die von ihm ausgewählten Teile dieser Theorie in leicht verständlicher 
und gut lesbarer Form, doch ist es schade, daß dabei Sätze, wie z. B. der Mengersche 
Satz über Bogen mit verschwindender Krümmung, in den Bericht nicht aufgenommen 
wurden. Bogenkrümmungen höherer Ordnung wurden überhaupt außer acht gelassen, 
was damit zu erklären ist, daß ihre metrische Theorie nach 1938 entstanden ist, während 
die Bearbeitung der nach diesem Zeitpunkt entstandenen Literatur durch die Kriegs- 
ereignisse verhindert wurde. @. Alexits (Budapest). 

Schwarz, Josefa von: Eine Methode zur Verallgemeinerung der gewöhnlichen 
Differentialgleiehungen. Math. Ann. 118, 497—517 (1942). 

Par ce travail nous trouvons abordee la question de l’existence de solutions 
d’equations differentielles ordinaires par la methode metrique de Menger (Die 
metrische Methode in der Variationsrechnung [Erg. math. Kolloqu. H. 8, 1-32 
(1937); ce Zbl. 16, 405]; aussi Pauc, ce Zbl. 27, 105). — L’Auteur se place d’emblee 
dans un espace semi-metrique & €cart uniformement continu R; la notion fonda- 
mentale qui se substitue a la notion de direction euclidienne est celle de fonction 
x(p, g; p', g’) definie sur les couples de points p, q et p',g’de Raveep+q,p+g' 
et satisfaisant ä des axiomes I, II, III, IV; ceux-ci sont choisis tels qu’ils soient 
verifies dans le cas euclidien par la fonction cos(?, 9; p’, g’), cosinus de l’angle des 
directions p vers q, p’ vers g’, et qu’ils constituent precisement l’ensemble des 
proprietes de cette fonction par lesquelles les directions interviennent dans un 
traitement metrique du cas euclidien; une fois posee une fonction x, le transfert 
& R des definitions euclidiennes du contact de deux courbes et des courbes & tan- 
gente continue, dites «courbes lisses» s’effectue naturellement. Le theor&me m£- 
trique general d’existence se presente ainsi: R ®tant compact, si en tout point p 
de R est attach@ un arc CO, tel que, pour p’ et p’ voisins d’un point Po; de petits 
segments initiaux de O,, et Cy, soient «voisins en direction» (condition traduite 
et precisee au moyen de la fonction x), il existe un arc d’origine Po» lisse et 
touchant en chacun de ses points x la courbe Ü, correspondante. Le principe de la 
construction de cet arc est le suivant: l’Auteur introduit une suite de polygones 
d’approximation Pj,..., Pn,.. . — chaque P, etant defini par une loi de recurrence 
relativement & l’indice de ses points successifs — qui verifient les conditions suivantes 
1) les longueurs des P,„ sont uniformement bornees; 2) il existe deux nombres 6, 
et 0, (0<9,, 0<=0,<1) tels que pour tout segment A, dun P, (m=1,2,.. ) 
soient verifises les inegalites Yl — 6,- A(A,) = u(A,) = y1+0,-4(4,) oü 2 de- 
signe la longueur, u la flöche; 3) la norme de P, tend vers 0 quand N ©. rn etant 
suppose compact, il existe gräce & 1) 2) 3) une sous-suite delalsuiter 24, ., Dayeo. 
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convergeant vers un arc C,. Du mode de definition de P, il resulte que C, est lisse 
et touche en chacun de ses points x la courbe C,. La derniere partie de l’article est 
consacree au cas oü R est euclidien: en choisissant pour x la fonction cos, le theoreme 
preeit6 fournit un theoreme d’existence de la solution d’equations differentielles ordi- 
naires, par un autre choix approprie de x, il fournit le theoreme d’existence de la 
solution d’&quations au paratingent de St. Ch. Zaremba (Bull. Soc. Math. 60, 139 
& 160; ce Zbl. 14, 157). Ohr. Pauc (Berlin). 

Buckel, Walter: Über die Auflösung mehrfacher Nullstellen bei reellen Funktionen 
von einer Veränderlichen und ihren Zusammenhang mit Fragen der lokalen Ordnung, 
insbesondere mit einer Verallgemeinerung der Dupinschen Indikatrix. S.-B. physik.-med. 
Soz. Erlangen 73, 13—23 (1942). 

Etant donnee une fonction reelle d’une variable reelle et de n + 1 parametres 


reels f(X; @g, Q1, - - -, An) = fa(®) admettant par rapport & x des derivees successives 
fx) (x = 0,1,...,n) elles-memes une fois continüment derivables par rapport aux 
paramötres, l’A. considere la matrice de ces derivees partielles pour «=0,1,...,m 


(m<n) et demontre que la non-degenerescence de cette matrice est une condition 
suffisante pour qu’une racine de f4(x) d’ordre au moins m se r&solve, au voisinage 
de A, en m racines distinctes. Application & l’&tude de l’intersection d’une hyper- 
surface par une droite variable (gen£ralisation des tangentes asymptotiques — et non 
de l’indicatrice de Dupin —). Frederic Roger (Berlin). 

Nöbeling, Georg: Über die Länge der Euklidischen Kontinuen. 3. Mh. Math. Phys. 
50, 282—287 (1942). 

Bezeichne E, den n-dimensionalen euklidischen Raum, in welchem die recht- 
winkligen Cartesischen Koordinaten z,, %, . . ., 2, gegeben sind. Sei 4,(x) die Hyper- 
ebene 2, = x. Ist K ein beliebiges Teilkontinuum von E,„, so bezeichne N,(z) die 
endliche oder unendliche Anzahl der Punkte des Durchschnittes X - H,(x). Es wird 
gezeigt, daß die Länge L(K) von K der Ungleichung 

+00 +% 


|Mwar<ım=2 Nn(@)dx (kil,2, en) 


m=1 


genügt, wobei für den Wert der Integrale auch + oo zugelassen wird. Daraus folgt 

unmittelbar, daß die Länge Z(ÄX) des Kontinuums Ä dann und nur dann endlich ist, 
+00 

wenn alle Integrale [N x(z)dx endlich sind. @. Alexits (Budapest). 

Angeletti, Yves: Plans et droites d’appui des corps convexes. Bull. Soc. Roy. Sci. 
Liege 9, 117—119 (1940). 

Etant donne dans l’espace euclidien habituel un domaine ouvert © absolument 
convexe de frontiere F et une sphere S de centre O, & tout point m de S correspond 
un point M = M(m) de F tel que F admette en M un plan d’appui parallele au plan 
tangent & S en m, ces plans laissant F et $ respectivement du m&me cöt&; m est une 
image spherique de M; quand m parcourt S, M parcourt F. L’Auteur introduit une 
notion de convexite, dite «periconvexite», induite sur F par la correspondance M: est 
periconvexe l’image par M d’un ensemble de $ sphöriquement convexe; il definit pour 
un ensemble E de F les ensembles &% et 6% ainsi: 6% (resp. &£) est l’intersection des 
demi-espaces fermes relatifs aux divers plans d’appui de F pour les points e de E, 
contenant C (ne contenant pas C), et affirme que la condition n&cessaire et suffisante 
pour que em &z, est que E, et E, aient Ja möme enveloppe periconvexe. La notion 
de periconvexite est ensuite utilisee pour &tudier la congruence des droites d’appui 
communes & deux domaines convexes (, et C,, plus spöcialement l’ensemble 2 des 
points appartenant aux segments d’appui communs. Les r&sultats sont &nonces sans 
demonstration. Ohr. Pauc (Berlin). 
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Mohr, Ernst: Bemerkung zum Buffonschen Nadelproblem. Z. angew. Math. Mech. 
22, 170—171 (1942). 

Verf. tritt nochmals (vgl. auch dies. Zbl. 25, 346) auf das beim Buffonschen Nadel- 
problem zu wählende Maß für die Lagenmenge der Nadel ein, und ersetzt jetzt die 
Anwendung des Prinzips des mangelnden Grundes durch die Invarianzforderung des 
Maßes gegenüber Bewegungen der Lagenmenge in der Ebene, und erreicht so nach 
der in der ebenen Integralgeometrie sehr geläufigen Schlußweise die Konstanz der 
Dichte für das Maßintegral. H. Hadwiger (Bern). 


Angewandte Geometrie: 


Gufu, Alexandru I.: Eine Aufgabe der darstellenden Geometrie. Gaz. mat. 48, 
105—107 (1942) [Rumänisch]. 

Um die Aufgabe zu lösen, von einem gegebenen Raumpunkt A das Lot auf eine 
gegebene Gerade d zu fällen, legt Verf. durch A zwei die Gerade d schneidende Ge- 
raden AB, AO, deren eine zur Horizontalebene, deren andere zur Vertikalebene parallel 
ist, und konstruiert in dem Hilfsdreieck ABC die Höhen BE und CF mit dem Schnitt- 
punkt 4. Die dritte Höhe AH ist das gesuchte Lot. Max Zacharias (Berlin). 


Claeys, A.: Über einen transzendenten Kegel. Wis- en Natuurkdg Tijdschr. 11, 
73—79 (1942) [Flämisch]. 

Es handelt sich um den Kegel ® = TT', der eine gewöhnliche Schraubenlinie I" 
als Richtkurve hat, und dessen Spitze 7 auf der Achse v von J' liegt. Verf. bezieht 
diesen Kegel auf eine Grundrißebene x, senkrecht zur Achse und eine Aufrißebene 7, 
parallel zu der Ebene Ov, wo C der Punkt von J'ist, der in gleicher Höhe mit 7 liegt. 
Bekannt sind von diesem Kegel die folgenden beiden Eigenschaften: 1. Die Kurve /’n,, 
die Horizontalspur von ©, ist eine hyperbolische Spirale, und folglich ist auch jede 
Niveaulinie von ® eine solche Spirale, da zwei Niveaulinien homothetisch mit 7 als 
Zentrum sind. 2. Sind &, &, zwei koaxiale Drehzylinder mit der Achse v, so sind 
die Kurven ÖO&%= I!’ und ÖL, = T'", Schraubenlinien derselben Neigung. Bekannt 
ist folgende Eigenschaft der hyperbolischen Spirale [G. Loria, Spezielle algebraische 
und transzendente ebene Kurven, deutsch von F. Schütte, 2. Teil, $. 56 (1911)]: Die 
Berührungspunkte der von einem beliebigen Punkt P der Ebene an die Spirale ge- 
zogenen Tangenten liegen auf einer Quartik mit dem Doppelpunkt P; einem uneigent- 
lichen Punkt P entspricht eine Kappakurve. Daraus leitet Verf. eine dritte Eigen- 
schaft des Kegels ® ab: 3. Wenn ® durch waagerechte Lichtstrahlen beleuchtet wird, 
liegen die Horizontalspuren der Erzeugenden von ®, welche die Eigenschattengrenze 
von ® bilden, auf einer Kappakurve. Im Zusammenhang damit weist Verf. darauf 
hin, daß die Kappakurve auch bei einerAufgabe über den Eigenschatten einer Schrauben- 
fläche auftritt. Verf. gibt für die drei genannten Eigenschaften des Kegels analytische 
und rein geometrische Beweise. Max Zacharias (Berlin). 


Graf, Ulrich: Über die Verzerrungen beim plastischen Film. Jber. Dtsch. Math.-Ver- 
einig. 52, Abt. 1, 83—95 (1942). 

Die beidäugige Betrachtung eines plastischen Films ordnet jedem Beobachter 
ein anderes optisches Modell als räumliches Bild eines bestinnmten Objektes O zu. 
Alle diese Bildkörper sind kollineare oder affine Umformungen des Normalbildes. Verf. 
deutet sie als dreidimensionale Zentral- oder Parallelschatten eines mit O kongruenten 
Körpers, den je eine im vierdimensionalen Raum gelegene Lichtquelle hervorruft (räum- 
liches Seitenstück zu den zweidimensionalen Schatten, die eine eigentliche oder un- 
endlichferne Lichtquelle des R, von einer ebenen Figur erzeugt). Die Flächen gleicher 
Verzerrung (Drehellipsoide) werden analytisch und konstruktiv ausführlich untersucht. 
— Die genannte Betrachtungsweise eröffnet zugleich die Möglichkeit einer Abbildung 
des R, auf diejenigen geordneten Punktepaare des R,, deren Träger ein Parallelstrahl- 
bündel erfüllen. H. Horninger (Berlin). 
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Meineke, H.: Annäherung der logarithmischen Spirale durch Kreisbogen. Z. angew. 
Math. Mech. 22, 168—169 (1942). 

Für den Fahrstrahl OP der logarithmischen Spirale wird eine bequeme Näherungs- 
formel angegeben, die ein Rechnen ohne Logarithmen gestattet. Mit ihrer Hilfe wird 
eine Folge von Kurvenpunkten P,, P,, P,,... bestimmt. Als Kurvenersatz wird 
durch P,, Pı der Kreisbogen gelegt, dessen Mittelpunkt auf dem Umkreis des Dreiecks 


OP,P, liegt (und zwar mit O auf derselben Seite von P, P}). Der nächste Kreisbogen 
ergibt sich aus der Forderung des Anschlusses mit stetiger Tangente. Ein Genauig- 
keitsnachweis zeigt erhebliche Vorteile gegenüber der bisher in der Praxis üblichen 
Konstruktion. Die Näherungsformel gestattet überdies eine einfache näherungsweise 
Berechnung der Kurvenlänge und des Inhalts der Spirale. Rehbock. 
@ Schürba, Walther: Klothoiden-Abstecktafeln. Anleitung zu Entwurf, Berechnung 
und Absteekung. Berlin: Volk u. Reich Verl. 1942. 143 8. u. 47 Abb. RM. 9.50. 
Ein kennzeichnender Gesichtspunkt des Groß-Straßenbaus unserer Zeit ist die 
Beachtung ästhetischer Forderungen, die eine organische Anpassung der Trasse an 
das natürliche Gelände erzielen sollen: Übergangsbogen werden in die Linienführung 
von Straßen und Autobahnen eingeschaltet, um sie flüssiger und schöner zu gestalten, 
auch dann, wenn keine fahrtechnischen Erwägungen die Einschaltung notwendig er- 
scheinen lassen. Auch hierfür erweist sich besonders geeignet die Klothoide als mathe- 
matisch idealer Übergangsbogen, bei dem die Krümmung proportional der Bogenlänge 
ist. In dem Tafelwerk werden sowohl die rechtwinkligen Klothoiden-Koordinaten 
(d.h. also die Zahlenwerte der Fresnelschen Integrale, vgl. die Zahlentafeln von 
Jahnke-Emde, dies. Zbl.19, 131) als auch die Polarkoordinaten (mit alter und 
neuer Winkelteilung) gegeben, und zwar in sehr übersichtlicher Form und Anordnung, 
so daß sie für die vermessungstechnische Arbeit unmittelbar brauchbar sind. Eine 
klare, kurze Einführung in die mathematischen Gesetzmäßigkeiten und eine Reihe 
instruktiver Beispiele machen weiterhin das Buch ebenso wertvoll den Geodäten wie 


interessant für den Mathematiker. U.Graf (Danzig). 
Niethammer, Th.: Die Tangente der Azimutgleiche. Astron. Nachr. 272, 194—195 
(1942). 


Im sphärischen Dreieck der Punkte A, B,C bildet die Seite AC =b mit der 
Normalen im Punkte A denselben Winkel wie das von A auf die Seite BO = a gefällte 
Lot mit der Seite AB=c. Für diesen Satz, auf dem die Konstruktion der Tangente 
der Azimutgleiche beruht (H. Maurer, dies. Zbl. 25, 233), wird ein einfacher, unmittel- 
barer Beweis gegeben. U. Graf (Danzig). 

Wedemeyer, A.: Die Tangente der Azimutgleiche. Astron. Nachr. 272, 195—196 
(1942). 

Verf. gibt für seine Tangentenkonstruktion [Astron. Nachr. 268, 357—360 (1939)] 
im Hinblick auf einen Einwand von H. Maurer (dies. Zbl. 25, 233) eine ausführlichere 
Begründung. U.Graf (Danzig). 

© Werkmeister, P.: Vermessungskunde. 2. Messung von Horizontalwinkeln. Fest- 
legung von Punkten im Koordinatensystem. Absteekungen. 5. Aufl. (Samml. Göschen 
Bd. 469.) Berlin: Walter de Gruyter &Co 1942. 151 8. u. 95 Fig. RM. 1.62. 

Das bekannte, in fünfter Auflage vorliegende Bändchen bringt die Messung von 
Horizontalwinkeln mit einer genauen Schilderung des Theodoliten, die Messungen und 
Rechnungen im rechtwinkligen Koordinatensystem und die Absteckungen von Geraden 
Winkeln und Kreisbögen. Ein kurzer Abschnitt über die Berechnung von Zwischen. 
punkten ist in dieser Auflage hinzugefügt worden. Die klare und flüssige Darstellung 
die Übersichtlichkeit und die vielen Zahlenbeispiele werden dem bewährten Bändchen 
auch in Zukunft neue Freunde gewinnen. U.Graf (Danzig). 

Pinkwart: Die Umformung gleiehartiger Koordinaten. Allg. Vermessungs-Nachr. 
54, 97—110 u. 121—133 (1942). 

Zwei Koordinatenpaare heißen gleichartig, wenn sie auf gleichen geodätischen 
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Grundlagen (Bezugsfläche, Maßstab, Orientierung) beruhen und wenn sie aus einer 
einheitlichen Messung und Berechnung hervorgegangen sind. Verf. behandelt die 
Massenumformung gleichartiger ebener Koordinaten mit Hilfe der Koordinaten zweier 
Punkte, die in beiden Koordinatensystemen bekannt sind und bestimmt den Geltungs- 
bereich der ebenen Umformung für Soldnersche und für konforme, sphärische Koordi- 
naten. Alle Maße werden einheitlich auf das neue System bezogen. Es werden die 
Koordinaten des neuen Systems dargestellt in Abhängigkeit von den Koordinaten des 
alten Systems, von den Koordinatenunterschieden im alten System und ferner von 
den Unterschieden der Koordinatenunterschiede im neuen und alten System. Als 
Sonderfall der allgemein gültigen Umformungsgleichungen ergeben sich die Gleichungen 
für die Berechnung der Kleinpunkte und deren Umformung. Zahlenbeispiele erläutern 
die Verwendungsmöglichkeiten dieser Gleichungen. Bei der Massenumformung gleich- 
artiger Koordinaten rechnet man vorteilhaft mit gekürzten Werten der Koordinaten. 
Das Verfahren läßt sich in gleicher Form auch bei der Berechnung seitwärts liegender 
Kleinpunkte anwenden. Die bei der ebenen Umformung Soldnerscher und konformer 
Koordinaten auftretenden Fehler werden in ihren Einzelbeträgen ermittelt und für 
die verschiedenen Möglichkeiten der Umformung zwischen Soldnerschen und kon- 
formen Koordinaten summarisch in Tafeln dargestellt. Für den wichtigsten Fall, daß 
beide Systeme konform sind, ist ein Diagramm entwickelt, aus dem unter Annahme 
einer notwendigen Genauigkeit der umgeformten Koordinaten die Größe der zulässigen 
Umformungsgebiete abgelesen werden kann. Auf wesentliche Unterschiede zwischen 
den Ergebnissen dieser Fehlerbetrachtungen und älteren entsprechenden Beiträgen ist 
hingewiesen. H. Schmehl (Potsdam)., 

Wenedikoff, M.: Formeln für die winkeltreue schiefachsige Zylinderprojektion. 
Schweiz. Z. Vermessungswes. 40, 64—69 (1942). 

Für die schiefachsige konforme Zylinderprojektion, die der Berechnung der schwei- 
zerischen Landesvermessung zugrunde liegt, hat M. Rosenmund (Die Änderung des 
Projektionssystems der schweizerischen Landesvermessung 8. 83—105; Bern 1903) die 
notwendigen Übertragungsformeln zur gegenseitigen Verwandlung von Kugelkoordi- 
naten in ebene Koordinaten mittels Reihenentwicklungen nach steigenden Potenzen 
von Koordinatenunterschieden abgeleitet; Glieder sechster und höherer Ordnung 
konnten mit Rücksicht auf die gebietsmäßige Ausdehnung der Schweiz vernachlässigt 
werden. Zwecks Anwendung der genannten Übertragungsformeln auf Bulgarien hat 
Verf. die Reihenentwicklungen bis zu den Gliedern sechster und siebenter Ordnung 
erweitert. Die Endformeln sind angegeben. H. Schmehl, (Potsdam)., 

Hristow, WI. K.: Änderung der geographischen Koordinaten infolge Umorientierung 
eines geodätischen Netzes und Übergang zum anderen Referenzellipsoid. Z. Vermessungs- 
wes., Stuttg. 71, 132—140 (1942). 

Ist auf dem Erdellipsoid eine geodätische Strecke gegeben, werden die Anfangs- 
koordinaten dieser Strecke, ihr Anfangsazimut, die Strecke selbst und die Ellipsoid- 
.dimensionen um kleine Beträge geändert, so hat F. R. Helmert die hierdurch erzeugten 
Änderungen der Endkoordinaten der Strecke und des Endazimutes zwecks Aufstellung 
von Lotabweichungsgleichungen berechnet. Ausgehend von den Legendreschen Reihen 
für die geodätische Hauptaufgabe behandelt Verf. die gleiche Aufgabe und gelangt 
zu Endformeln, die die gesuchten Größen in Reihenform nach steigenden Potenzen 
(bis zu den dritten Potenzen) der Unterschiede zwischen den geographischen Koordi- 
naten des Anfangs- und des Endpunktes darstellen. Die Koeffizienten der Reihen sind 
homogene lineare Funktionen der gegebenen obengenannten Änderungen. H. Schmehl., 


Topologie: 
Albuquergue, J.: La notion de „bord“ en topologie. Portugaliae Math. 3, 185—200 


(1942). 
Dans un espace topologique Z, l’Au. appelle bord d’un ensemble X l’ensemble 
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des points de X qui ne sont pas interieurs & X; il traduit les axiomes des diverses 
categories d’espaces topologiques (espaces (F), espaces „de Kuratowski‘, espaces 
„accessibles‘‘, espaces „discrets“ d’Alexandroff, espaces satisfaisant aux divers. 
axiomes de söparation, ete.) en enonces @quivalents ne faisant intervenir que la seule 
notion de „bord“. Traductions analogues ne faisant intervenir que la notion duale 
d’,orle“ (ensemble des points adherents & X mais n’appartenant pas & A). 

J. Dieudonne (Nancy). 

Milgram, Arthur N.: Partially ordered sets and topology. Proc. nat. Acad. Sci. 
Wash. 26, 291—293 (1940). 

L’Au. döfinit, dans un ensemble ordonne (partiellement) Z une notion qui cor- 
respond & la notion de base d’une topologie lorsqu’on prend pour ensemble X l’en- 
semble des ensembles fermes d’un espace topologique. Il appelle section inferieure 
de E un ensemble Z tel que € Let y< x entrainent yE L; un ensemble £ de sec- 
tions infrieures est appel& syst&me s&parateur si, pour tout couple d’elements x, Y 
de Z tels que << y, il existe LE£ tel que z€L, y&L. Il montre alors que si E 
possede un systeme söparateur de puissance <M, et si, dans E, toute suite ordinale 
döcroissante (x,) de puissancee <M admet un minorant, alors pour tout zE E, ıl 
existe un &l&ment minimal x’< x. Ce theoreme donne le th. de reduction de Brouwer 
pour les espaces topologiques. L’Au. donne de m&me des theoremes correspondant 
aux thöor&mes de recouvrement de Borel et de Borel-Lebesgue. J. Dieudonne. 

Chevalley, Claude, and Orrin Frink jr.: Bieompaetness of cartesian products. 
Bull. Amer. Math. Soc. 47, 612—614 (1941). 

Les Au. considerent des.,‚espaces topologiques“ d’une nature tres generale, definis. 
par la donn&e, pour chaque point x, d’une famille arbitraire de sous-ensembles, qui 
sont dits les voisinages de & (il n’est pas suppose que x appartienne a ses voisinages, 
ni que l’intersection de deux voisinages de x soit un voisinage de x). Les definitions 
de point adherent a un ensemble, de point adherent a un filtre, de produit d’espaces 
topologiques, d’espace compact, telles qu’elles sont donnees dans l’ouvrage de N. Bour- 
baki [Topologie generale, chap. I, Actualites scient. et industr. n° 858 (1940); 
ce Zbl. 26, 431] s’etendent aussitöt & ces espaces plus generaux, ainsi que la demon- 
stration donnee dans le m&me ouvrage (loc. cit., p. 63) du th. de Tychonoff sur la 
compacite des produits d’espaces compacts; & la terminologie pres, cette d&emonstration 
est identique & celle que donnent les Au. Ils demontrent aussi, par la m&me methode, 
que tout produit d’espaces de Hausdorff absolument ferm&s (c’est-A-dire non 
hom&omorphes & un sous-espace non ferme d’un espace de Hausdorff) est encore 
un espace de Hausdorff absolument ferm£. J. Dieudonne (Nancy). 

Albert, George E.: A note on quasi-metrie spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
479—482 (1941). 

Generalisant un travail de W. A. Wilson [Amer. J. Math. 53, 675—684 (1931); 
ce Zbl.2, 55], l’Au. appelle quasi-metrique dans un ensemble Z une fonction 
2y=0 des couples de points de 3, telle que x = y soit &quivalent a 2y= yr—=0, 
et que 2y= 22 +2y. Il appelle u-sphere (resp. I-sphere, c-sphere) de centre a et de 
rayon r l’ensemble des & tels que ax <r (resp. za <r, ax <ret xa<r); chacune 
de ces sortes de „spheres“ definit sur E une topologie ä la maniere habituelle (la topo- 
logie definie par les c-sphöres est identique A celle que definit la mötrique 2y + ya). 
E, muni de la topologie döfinie par les u-spheres, est un espace topologique (au sens 
de Hausdorff) satisfaisant & l’axiome de separation de Kolmogoroff et au I axiome 
de denombrabilite. Inversement, un espace topologique satisfaisant & l’axiome de 
Kolmogoroff et au II® axiome de denombrabilite, peut &tre defini & l’aide d’une 
quasi-mötrique. J. Dieudonne (Nancy). 

Raikov, D.: Generalized duality theorem for eommutative groups with an invariant 
measure. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 30, 589—591 (1941). 

@ sei eine topologische kommutative Gruppe, die das zweite Abzählbarkeitsaxiom 
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erfüllt. Auf dem kleinsten, alle offenen Mengen von @ enthaltenden Borelsystem (B) 
sei ein totaladditives Maß u(E) erklärt mit den Eigenschaften: 1) es existiert eine 
Umgebung der Null mit endlichem positivem Maß; 2) es ist u(E +9) = u(E) für 
jedes gE@, BE (B); 3) es ist u(E) = infu(V), V eine offene, E überdeckende Menge: 
4) ist u(E) < oo, so gibt es zu jedem e> 0 eine Umgebung V, der Null, so daß 
Wu(E) — u(EN (E + 9)) <e ist für jedes gE€ V.;5) u(— E) = w(E). Es wird folgende 
Verallgemeinerung des Pontrjaginschen Dualitätssatzes bewiesen: Bildet man von @ 
die Charaktergruppe X, von dieser die Charaktergruppe @*, dann ist @ eine überall 
dichte Untergruppe von @*, deren ursprüngliche Topologie mit der von G* induzierten 
zusammenfällt. Eine Folgerung ist: Existiert auf einer Gruppe G, die das zweite 
Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, ein Maß mit den obigen Eigenschaften, so ist @ ent- 
weder lokalkompakt oder überall dicht in einer lokalkompakten Gruppe G*, so daß 
Topologie und Maß in @ von @* induziert werden, wobei jede meßbare Menge von @ 
mit endlichem, positivem Maß in @* nicht meßbar ist. @. Köthe (Gießen). 
© Bourbaki, N.: Elöments de mathömatique. 3. Pt. 1: Les structures fondamentales 
de Panalyse. Livre 3: Topologie generale. Chap. 3: Groupes topologiques. Chap. 4: 
Nombres reels. (Actualites seient. et industr. Nr. 916.) Paris: Hermann 1942. 158 pag. 

Le present fascicule constitue les Chap. III et IV du Livre III sur la Topologie 
generale; les Chap. I et II sont contenus dans un fasc. paru en 1940 (ce Zbl. 26, 431). 
Le Chap. III est consacre a la theorie des groupes topologiques. On y trouve les döfini- 
tions et les resultats les plus elementaires de la theorie. Tout au debut, pour traiter 
les voisinages d’un point dans un groupe topologique, l’auteur utilise la notion de 
filtre. Cette notion qui est due &H. Cartan [C. R. Acad. Scı., Paris 205, 595 et 777 
(1937); ce Zbl. 17, 243; 18, 3], a et@ dejä introduite dans le Chap. I du m&me Livre. 
Apres avoir donne les notions fondamentales: sous-groupes, groupes quotients, homo- 
morphismes, espaces homogenes et groupes produits, on etudie les structures uniformes 
de groupes (notion due a A. Weil) et la completion d’un groupe topologique, ce qui 
fait usage du Chap. II du mäme Livre. On passe ensuite aux groupes topologiques 
abeliens separes. Une &tude des sommes infinies dans les groupes topologiques abeliens 
est faite en employant toujours l’instrument tres precieux de filtre. Pour terminer 
le Chap. III, l’auteur a donne quelques d£finitions sur les anneaux et corps topolo- 
giques. — Le Chap. IV est destine & la theorie des nombres reels. On definit, en 
appliquant le proc&d& de completion au groupe ordonn& des nombres rationnels, le 
groupe additif R des nombres reels. On &tudie d’abord les proprietes topologiques 
fondamentales de R: la propriet& d’Archimede, le theoreme de Borel-Lebesgue, borne 
superieure d’une partie de R, caracterisation des intervalles, parties connexes de R. 
On montre ensuite que la topologie de R est non seulement compatible avec la struc- 
ture de groupe additif, mais aussi avec la structure de corps commutatif. Puis on 
introduit la droite numerique achevee par adjoncetion & R des deux el&ments —oo 
et +00. On passe alors & l’etude des fonctions numöriques, des sommes et produits 
infinis de nombres reels, des d&veloppements usuels des nombres reels, de la puissance 
de R. — Le mode d’exposition est abstrait et rigoureux. L’auteur a inser& assez 
souvent dans le cours du texte, des exemples et des exercices, qui permettent au 
lecteur de verifier qu’il a bien assimile le texte. Une note historique et une biblio- 
graphie breve sont places & la fin de chaque Chap. On trouve & la fin du fase. l’index 
des notations, l’index terminologique et un tableau depliant des definitions et axıomes 
du Chap. Ill. Ky Fan (Paris). 

Cairns, Stewart $.: Triangulated manifolds which are not Brouwer manifolds. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 26, 359—361 (1940). 

(1) Eine topologische m-Mannigfaltigkeit ist ein zusammenhängender topologischer 
Raum, der überdeckt werden kann durch abzählbar viele Umgebungen, die m-Zellen 
sind. (2) Eine triangulierbare M. ist eine topologische M., welche in die Zellen eines 
Komplexes unterteilt werden kann. (3) Eine Stern-m-M. ist eine triangulierte m-M., 
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bei welcher die durch den Stern jeder Ecke überdeckte Punktmenge eine m-Zelle ist. 
(4) Eine Brouwersche m-M. ist eine Stern-m-M., bei welcher der Stern jeder Ecke 
homöomorph in den Euklidischen R,, abgebildet werden kann derart, daß das Bild 
jeder m-Zelle des Sterns ein m-Simplex ist. (5) Eine differenzierbare (analytische) m-M. 
ist eine topologische m-M., die überdeckt werden kann durch lokale Koordinaten- 
systeme mit m-Zellen als Definitionsbereichen derart, daß die Transformation zwischen 
je zwei auf dem Durchschnitt ihrer Bereiche (falls nicht leer) differenzierbar (ana- 
Iytisch) ist mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante. — Bekannt ist: Für 
m<3 sind die Klassen (1)—(5) äquivalent. Die differenzierbaren und analytischen 
Mannigfaltigkeiten sind äquivalent [Whitney, Ann. of Math., II. s. 37, 645—680 
(1936); dies. Zbl. 15, 320]. Jede der Klassen (1) bis (5) ist topologisch äquivalent einer 
Teilklasse der vorhergehenden Klasse [für (4) und (5) Verf., Ann. of Math., II. s. 37, 
409-415 (1936); dies. Zbl. 14, 137]. Für m = 3 sind die Klassen (2) bis (5) äquivalent 
(Verf.. demnächst in Ann. of Math.). Ohne Beweise werden folgende weitere Sätze 
ausgesprochen: Für jedes m > 3 existieren Stern-M., welche keine Brouwer-M. sind. 
Für jedes m <3 hat jede triangulierte m-Sphäre eine konvexe Polyederdarstellung 
im R„.ı; für jedes m>3 gibt es triangulierte m-Sphären, die keine konvexe Poly- 
ederdarstellungen im R„;ı haben. — Ist K ein endlicher simplizialer Komplex und n 
die kleinste natürliche Zahl, für welche X eine Polyederdarstellung im R, hat, so ist n 
nicht invariant gegenüber Unterteilungen. — Brouwers Definition (4) ist nicht in- 
variant gegenüber Unterteilungen für m > 3. Nöbeling (Erlangen). 

Eckmann, Beno: Systeme von Richtungsfeldern in Sphären und stetige Lösungen 
komplexer linearer Gleichungen. Comment. math. helv. 15, 1—26 (1942). 

L’A. nomme k-champ d’une sphere S” & m dimensions tout systeme de & vecteurs 
issus d’un point de 8”, tangents & S”, deux & deux orthogonaux et dependant con- 
tinüment de ce point. Il est bien connu que S” ne possede de l-champ que si m est 
impair. L’A. prouve que S#?+1 ne possede aucun champ continu d’elements de contact 
& 2 dimensions, donc aucun 2-champ; par suite S??+! n’est pas parallelisable (th&o- 
reme I). (Par contre S??-1 possede un 3-champ). L’A. s’appuie sur sa theorie de l’homo- 
topie des espaces fibres [Comment. math. helv. 14, 141—192 (1941); ce Zbl. 26, 93]: 
il y a prouve que si S” possede un champ continu d’elements de contact & 2 dimen- 
sions, tout l-champ de S” fait partie d’un 2-champ (theoreme II); or il deduit ici de 
cette theorie qu’un certain 1-champ de S*?+! n’appartient & aucun 2-champ (th&o- 
reme III); le th&oreme I est une consequence &vidente des ces theoremes II et III. 
L’A. prouve le theoreme III sous la forme suivante (theoreme V): 2 fonctions f;(u,...,%,) 
de r variables complexes |, ..., %,, continues sauf peut-&tre au point (0, ..., 0), s’annu- 
lent simultan&ment en un point autre que (0,...,0) lu las.) 0, 
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Le fait que l’espace dont chaque &l&ment est constitu& par un point de 8” et deux 
vecteurs tangents, orthogonaux entre eux, issus de ce point est fibre permet & 1’A. 
de ramener le theoreme V & une proposition du type suivant: une certaine d&compo- 
sition de cet espace fibr& ne possede aucune section. Il d&montre enfin cette derniere 
proposition en prouvant qu’une certaine representation de S?*-1 sur 8?”-2 est essen- 
tielle. (Cette transformation est definie par les relations entre variables comple- 
xes: = 2ww, —1, u =2w,%, pour 1<k=n, 8?*-1 ayant pour &quation 
Dww=1 et 8?*-2 ayant pour &quations Zuu-l, u,—=reel. La methode que 
isn . 1sSj7jsSn 
YA. applique & l’&tude de cette representation particuliere semble pouvoir servir & 
une etude generale des representations d’une sphere sur une sphere de dimension 
moindre). J. Leray (Paris). 
‚Ehresmann, Charles: Espaces fibr&s de struetures comparables. C. R. Acad. Sci. 
Paris 214, 144—147 (1942). 
. Anschließend an zwei frühere Noten des Verf. (dies. Zbl. 26, 271) werden ‚‚Faser- 
räume mit Strukturgruppe“ miteinander verglichen, welche sich nur durch die Struktur- 
gruppe unterscheiden, aber gleichen Zerlegungsraum und gleiche Faser besitzen. Furch. 


